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ViSITA  DE  SUA  MAGESTADE  EL  REI 

O  SENHOR  D.  lYIANOEL  il 

Â  ACADEMIA  POLYTECHNICA  DO  PORTO 


No  dia  10  de  novembro  de  1908  foi  a  Academia  Polylechnica 
do  Porto  honrada  com  a  visita  de  Sua  IMagestade  Kl-Rci  o 
Senhor  D.  Manoll  II,  que  nessa  occasino  se  dif:^nou  entregar 
por  suas  próprias  mãos  ao  Director  d'este  estabelecimento  uma 
carta  regia  em  que  concede  á  referida  Academia  a  mercê  de 
se  dcclai'ar  seu  protector.  I\d)licam  se  cm  seguida  a  allocução 
pronun<'iada  nessa  occasião  pelo  Director  da  Academia,  a  res- 
posta de  El -Rei,  e  a  rcfciitla  carta  regia. 


I 

Allocii(;ao  pronuiiciíulíi  pelo  l)r.  1  raiiiiseo  (lionies  Teixeira, 
Director  da  Academia 

Skmiou! — Os  rt'is  da  dynastia  de  Bragança  interessaram  se 
quasi  todos  pelas  sciencias  e  jjclas  lettras.  Hecordemos  (jue  o 
Senhor  D.  Pkduo  V  fundou  o  Observatório  astronómico  de 
Lisboa,  dando  elle  mesmo  os  meios  para  a  construcção  do  edi- 
fício; que  o  Senhor  D.  Lui/.  I  instituiu  na  Academia  de  Scien- 
cias íle  Lisboa  o  premio  conliccido  pelo  seu  nome-,  e  (jue  este 
ultimo  monai-cha  e  o  Senhor  D.  C>aiu.os  consagraram  nmito  do 
tempo  que  lhes  deixou  livi-c  o  exercicio  das  suas  altas  e  diffi- 
ceis  funcções,  o  primeiro  á  cultura  das  lettras,  o  segundo  á 
cultura  das  sciencias. 

Quando,  ha  poucos  annos  ainda,  o  Senhor  D.  Caui.os  visitou 


a  França,  o  governo  creste  j)ai/.  incluiu,  enlre  as  festas  e  sole- 
mnidades  oryauisadas  em  sua  lifima,  uma  sessão  solenine  no 
IMuseu  de  Historia  Natural  de  Paris,  convencido  de  que  nada 
poderia  ser  mais  agradável  ao  monarclia  que  com  tanto  suc- 
cesso  cultivava  as  sciencias  naturaes,  do  que  vér-se  rodeado 
dos  principes  da  sciencia  francesa,  nesta  casa  celebre  na  historia 
da  mesma  sciencia,  e  ouvir  da  bocca  de  alguns  dos  mais  emi- 
nentes a  descripção  d-íis  suas  mais  importantes  descobertas;  e, 
nesta  sessão  memorável,  I^dmom)  Pkiíp.ieh,  o  eminente  naturalista 
fez,  em  phrases  expressivas,  o  elogio  da  obra  scientiíica  do  mo- 
narclia poi"tugues. 

E-mc  extremamente  agradável  recordar  aqui  este  facto,  único 
na  historia,  ao  c[ual  já  me  referi  nos  Jnnaes.  doesta  Academia, 
porque  delle  resulta  grande  honra  para  o  sábio  monarcha  e 
para  o  paiz  que  governou. 

O  descendente  de  reis  tão  illustrados,  herdeiro  de  laes  tra- 
dições, não  podia  deixar  de  se  interessar  pelo  progresso  das 
sciencias  e  dos  estabelecimentos  em  que  ellas  se  ensinam. 

Visitando  esla  Academia,  dá  V.  IM.  uma  prova  desse  inte- 
resse. Bem  vindo  seja.  Agiadeço,  piofundamente  reconhecido, 
em  nome  do  conselho  académico  e  em  meu  próprio  nome. 


SemiOk!  —  Ha  já  bastantes  annos  foi  esta  Escola  visitada  pelo 
augusto  pae  de  V.  M.  Viviamos  então  nas  ruinas  de  um  edifício 
velho,  cercadas  pelas  paredes  incompletas  de  uni  ediíicio  novo. 

Em  uma  breve  allocução  rpie  tive  a  honra  de  pronunciar 
nessa  occasião,  chamei  a  attencão  do  illustiado  monarcha  para 
o  estado  deplorável  do  ediíicio,  e  j)edi-lhe,  em  nome  do  con- 
selho académico,  que  se  interessasse  por  este  estabelecimento 
e  que  recommendasse  aos  seus  ministros  a  continuação  das 
obras  do  edificio,  suspensas  havia  cpiasi  um  século.  S.  M.  di- 
gnou-se  attendcr  ao  nosso  |)edi(lo.  l\)ucos  annos  depois  as 
obras  recomcçaiam,  e  teem  continuado  sem  inteirupcão  até 
hoje. 

Muito  lesta,  porém,  ainda  lã/.or.  As  salas  postas  á  nossa  dis- 
posição são  insufficientes  para  installar  as  aulas,  museus,  labo- 
ratórios, oílieinas,  etc.  A  bibliothei'a.  os  laboratórios  de  chimica 
e  algumas  aulas  estão  installadas  ainda  em  más  condições  nas 
salas  do  velho  edifício,  e  muito  material  de  ensino  está  amon- 
toado e  algum  encaixotado  cm  dejiositos  do  mesmo  edifício,  por 
falta  de  logar  e  mobilia  para  o  (lis|)òi-.  l*or  jsso  ouso  fazer  a 
V.  IM.  um  pedido  similhantc  ao  (pie  (iz  ao  Senhor  I).  Caiu.os. 
Peço  (pie  rccouimcndc  aos  seus  ministrtjs  que  mandem  abreviar 


a  construcoão  do  edifício  e  que  o  dotem  com  a  niubilia  apro- 
priada. 

Antes  d(!  terminar,  seja-me  permillido  exj)òr  um  desejo  e 
exprimir  uma  esperança.  Peeo  a  V.  IM.,  rpie  ha  poueo  tempo 
se  declarou  protectoi-  da  veneranda  Universidade  de  (Coimbra, 
o  mais  velho  dos  institutos  scientificos  do  nosso  paiz,  que  seja 
lambem  o  protector  d'esla  Academia,  que  é  um  dos  mais  no- 
vos. Entre  instituições,  como  entre  pessoas,  as  mais  novas  são 
as  que  carecem  de  mais  protecção. 

A  esperança  que  desejo  exprimir  é  que  \.  M.  honiará  com 
a  sua  presença  a  solemnidade  da  inauguração  definitiva  do  edi- 
fício, quando  estiver  acabado. 

Teiinino  agradecendo  de  novo  a  \  .  M.  a  honia  que  deu  a 
esta  Academia  com  a  sua  visita,  e  la/ench)  votos  pchi  prosperi- 
dade de  V^  M.  e  de  toda  a  Família  lleal. 


II 
Resposta  de  Sua  Majestade  El-Kci 

Nada  podia  ser  mais  grato  ao  meu  coração  do  cpie  ouvir  da 
bí)cca  de  um  portuguez  tão  eminente  nas  sciencias  e  director 
de  uma  Escola  que  tanto  honra  a  nossa  pátria,  o  elogio  de 
meus  antepassados,  que  pela  hngueza  do  seu  espiíito,  amor  ás 
sciencias  e  Icttras  mereceram  lioje  ser  aqui  tão  gratamente  lem- 
brados. 

Nada  podia  tocar  mais  profundamente  as  fibras  mais  intimas 
e  delicadas  da  minha  alma  do  (pie  a  homei\agem  prestada  á 
memoria,  para  mim  senqire  querida  e  tão  sinceramente  lespei- 
tada,  do  rei  (jue  foi  meu  pae  e  a  cujo  espiíito  superior  acabaes 
de  render  o  preito  que  merecidamente  lhe  é  devido. 

Obrigado! 

Flspero  que  não  hei-de  desmentir  as  honrosas  tradições  que 
herdei  e  me  lembracs.  E  pelo  amor  ás  sciencias  v  lettras  que  o 
espirito  das  nações  se  afere  e  se  hívanta.  Nunca  o  meu  auxilio 
e  interesse  faltará  aos  cultores  da  instrucção  nacional,  e  em 
certeza  da  minha  affirmação  aqui  vos  entrego  o  publico  teste- 
munho do  meu  apreço  por  esta  casa  de  ensino,  a  carta  i'egia 
(pie  vos  ti  dirigida  c  pela  (piai  me  declaro  protector  da  Acade- 
mia Polvtechnica. 

Agradeço  também  aos  estudantes  da  Academia  Polytecbnica 
do  Porto   a  carinhosa  recepção   que  hoje    me  fizeram   e   ficará 


gravada  no  meu  coração-,  vós  sereis  os  meus  companheiros  para 
de  futuro  trabalharmos  conjunclamente  para  o  desenvolvimento 
do  nosso  querido  paiz. 

Estudantes  hoje  e  meus  companheiros  de  trabalho  no  futuro, 
affirmo-lhes  que  as  suas  saudações  perdurarão  no  mais  intimo 
da  uiinha  alma  com  o  mais  entranhado  reconhecimento. 


ITI 

Carta  rc^ia  em  que  El-llei 
SC  declara  protector  da  Academia  Polytechiiica 

Dl ,  Francisco  Go77ies  Teixeira,  antigo  lente  da  Universidade 
de  Coimbra,  sacio  effcvtivo  da  Academia  'Real  das  Scien- 
cias  de  Lisboa  e  de  varias  academias  e  sociedades  scienti- 
ficas  estrangeiras,  director  da  Academia  Polylechnica  do 
Porto,  Amigo,  lentes  e  mais  pessoas  que  compõem  o  corpo 
docente  da  mesma  Academia 

Eu,  l^l-rci,  vos  envio  muiío  saudar. 

Querendo  dai-  á  Academia  l*olytechnica  do  Porto  uma  prova 
da  minha  consideração  pelos  serviços  por  ella  prestados  ao 
ensino  e  um  claro  testemunho  da  minha  intenção  de  auxiliar, 
como  rei  e  chefe  do  Poder  Executivo,  o  desenvolvimento  d'esse 
estabelecimento  scicntifico : 

liei  por  beu)  e  me  apraz  fa/.cr  mercê  de  me  declarar  seu 
protector.  O  que  me  ])areceu  communicarvos,  para  vossa  intel- 
ligcncia  e  satisfação  e  de  lodos  »)s  lentes  e  mais  pessoas  que 
compõein  o  corpo  docente  da  Academia  Polytechnica  do  Porto. 
—  Escripta  no  Paço  Kcal  do  Porto,  aos  10  de  novendoro  de 
1908.  —  Ei.-Hei.  —  Francisco  Joatpiim  Ferreira  do  Amaral. 

Para  o  l)r.  Francisco  Gomes  Teixeira,  antigo  lente  da  l'niver- 
siíhule  de  ('oimhra,  sócio  edcctivo  (hi  Academia  lical  (his  Scien- 
cias  de  Lisboa  c  de  varias  academias  c  sociedades  scientiíicas 
estrangeiras,  tiireclor  da  Academia  Polylechnica  do  Poito,  lentes 
e  mais  pessoas  tjue  compõem  o  corpo  docente  da  mesma  Aca- 
tlemia. 


OUELQUES  REMARQUES  SUR  LES  ÉQUATIONS 
DU  IVIOUVEMENT  DUNE  CHAINE  PARFAITEIVIENT  FLEXiBLE 


PAR 


Paul  Appell 

Membre  de  Tlnstitut  de  Franca 


(Premier  mémoire) 

1.  Nous  nous  proposons  de  faire  quelqucs  remarques  sur  les 
équations  du  mouvement  dun  í\\  niatériel  parfaitement  flcxible 
et  inextensible,  en  nieltant  en  évidence  les  quantités  el  les  ve- 
cteurs  qui  sont  indépendants  du  clioix  des  axes.  Comnie  nous 
Tavons  fait  dans  un  niemoire  ou  nous  avons  traité  un  pro- 
blème  analogue  pour  le  mouvement  d\in  fluide  {Journal  f/e  Ma- 
ihématiques  de  M.  JonoAN,  1903,  et  Bullelin  de  la  Société  mathé- 
malique  de  Frarice,  1903),  on  pourra  classer  ces  grandeurs 
d'après  Tordre  des  dérivées  qui  y  fig^urent.  Je  me  bornerai  ici  à 
Tétude  des  grandeurs  du  premier  et  du  second  ordre.  On  trou- 
vera  des  renseigtiements  bibliograpbiques  sur  le  mouvement 
des  fils  dans  le  Mémoire  que  j'ai  publié  dans  le  tome  12  des 
ylcta  malhe.matica,  On  pourra  eomparer  quelques  unes  de  nos 
formules  acluelles  avec  les  inléressanls  resultais  donnés  par 
M.  Fi.oQUET  dans  les  travaux  suivanls: 

1.  Sur  le  mouvement   d'un    íil    dans    lespace  (C  /?.,    U), 

8»"-^  1892). 

2.  Sur  le  mouvement  d\in  cnble  dans  un  milieu  résislant, 

en  lenant  (•ouq)te  de  la  rolation  de  la  Icrre  {Buli.  des 
séances  de  la  Sociélê  drs  sciences  de  ISancy,  n'^  de  No- 
vcmbre-Décembre,   1893). 

3.  Sur  le  mouvement  d'un  point  ou  dun  fd  glissant  sur 

un  })lan   borizonta!  (i\e.   lors(ju'on  tient  compte  de  la 
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rotation  de  la  lerre  et  dii  froltement  {Buli.  de  la  So- 
ciété  (/ex  sciejices  de  Nancy,    1897). 

4.  Sur  le   mouvement  d  nu  íil   daiis  un  cas  ou   il  presente 

partout  égale  cliaiuí;  à  lu  nipUirc  [Buli.  des  séances  de 
la  Sociéle  des  sciences  de  ISancij,  n°  de  .luin-.Iiiillet, 
lílOO). 

5.  Súr  le  mouveiiiont    diin    til    dans    1  espace  [C.    R.,   25 

.luin,   1900). 

6.  Sur    le    niouvemenl   d  un    íil    dans    Tespace    (C    R.,    2 

Juillet.   1900). 

7.  Sur  les  éípialions  du  mouvement  d'nn  fil   en  coordon- 

nées  (pielconcpies  (C.  R.,  9  .luillet,   1900), 

8.  Sur  les  équations  inlrinsèques  du  mouvement  dun  fd 

et  sur  le  calcul  de  sa  tension  {C.  /?.,  22  octobre,  1900). 

2.  Uappe1(^ns  d'abord  les  éfpiations  classiques  du  mouve- 
ment dun  fil  en  coordonnées  cartesiennes,  sous  Taction  de 
forces  continues  aclinettant  une  fonction  des  forces. 

Soient(')  a-,  y,  z,  les  coordonnées  d'un  élément  infinitesimal 

,     ,      „,         ,  ,,,  .  d\j       dU       í/U     , 

ds  du  til,   7n  as    sa  masse,    I    sa   tension,    — - — ,  — - — ,  — - —    les 

dx         dl/         dz 

projections  sur  les  axes  de   la  force  qui  agit   sur   un  point  de 

masse  unité  ayant  pour  coordonnées  cc,  y,  z.  I.a  fonction  des 

forces  U  est  une  fonction  donnéc  de  a%   ?/,  z,   m  une  fonction 

donnée  de  Tare  s.  l.cs  équations  du  mouvement  sont 


(O 


d^x 


m 


dl^ 

ds 

(Py 

d 

df' 

ds 

d'-z 

d 

=  -.-  1 


ds  I  dx 


,,  r/y  \      ^^d^ 
ds  I  dy 


dx^ 

~ds 


,  ("T^-O' 


7) 

-Vm 

r/U 

dz 

,    / 

^dz' 

\^ 

+( 

\  ds , 

)  = 

Ellcs  délinissent  u\  y,  x,    T  cn  loiuiions   des  variablcs  indcpcn- 


(')  Nous  cmployoiis  des  iintntions  conformes  à  celles  de  notro  m(^moire 
«Sur  Ic  inouveiiicnt  d'un  fil  dans  un  plaiii  fixe»  (.-leia  matemática,  tome  12, 
18«Í>). 


n 


dantes  s  et  l,  sous  les  conditions  aux  limites  et  les  conditions 
iniliales.  Les  vecteiirs  et  graiidcurs  dependam  des  éléments  du 
préniier  (irdre  sont: 

1°  la  vitesse  V  de  I  élénient  (/s  ayant  pour  projeclions 

í/x         dy         dz 
~dt   '     ~dt   '     '~dt 

et  pour  grandeur 

dx  \2 
Jt 


-A^-í-m-{^í 


2"  la  tension  T  du  méme  éléiuent  ayanl  pour  projections 

T  ^       T  -^       T  —  • 

ds    '  ds    '  ds 

3"  le  produit  extérieur  H  de  V  et  T,  c'est-;i-dire  le  moinent  H 
de  Tun  de  ces  vecteurs  par  rapport  à  rextremité  de  lautre, 
ayant  pour  projections 

H   =t(^-^  —  —ÉL 
"^  \dt    ds        dt     ds 

í  dz    dx        dz     dy  \ 

y^    XdT  ~d7~~(U~Js 


ds     ds  dt     ds  J 

et  pour  grandcur 

H  =  TV  sin  (T,  V) 
4"  le  produit  géométrique  ou  produit  iiilérieur  de  T  et  V 

TV  cos  (T,  V) 
ayant  pour  expression 

í  dx   dx        dy    dy         dz     dz 
\  dt    ds         dt    ds         dt    ds 
ou 

Tv 
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en  désignant  par  v  la   projection  de  la  vilesse  V  sur  la  lension 

dx  dx        dy    dy    ,    dz    dz 
dt     ds         dt     ds         dl    ds 

3.  Parnii  les  éléments  du  sccond  ordre,  il  conviendrait  de 
considércr  raccétéralion,  la  dérivée  géomélriquc  de  la  vitesse 
par  rapp()i't  ;i  larc,  Ics  dérivécs  géoniétriques  de  Ia  tension 
par  rapport  à  l  et  à  s,  celles  dn  vecteur  H,  etc. 

Nous  nous  bornerons  à  écrire  les  composantes  de  la  rotation 
instantâneo   de  lélément  ds.    Cet  élément  a,    à  linstant  /,    des 

,.  n         .  ■>      'f^         ^N         '^^  '    !»• 

cosinus  direeteurs  a,  p,  r  eeaux  a  — -j--  ,  — f-  ,  — ;— ,  et,  a  1  inslant 

ds        ds        ds 

t-\-dt  des  cosinus  direeteurs 

Ori  petit  amener  ees  deux  dircotions  en  coíncidence  par  une 
infinilé  de  mtations:  nofis  choisirons  celle  qui  est  perpendi- 
culairc  à  la  fois  aux  deux  direetions:  soient  co  le  vecteur  re- 
présentatiF  de  celte  rotation  instantanée,  p,  fj,  r  ses  projeclions, 
on  a 


dl 

t/.9 

dsdl 

ds    dsdt 

Ytti  —  «Yi 

f/í: 

d''x 

dx   d'h 

dt 

í/s 

dsdt 

ds   dsdt 

«i3i— |3«i 

dx 

d\'/ 

dy    d-x 

(2) 


dt  ds    dsdl        ds   dsdt 

4.  Voici  d'ahord  certaincs  conibinaisons  des  équations  du 
niouvenienl  cpii  sont  iiiliuieuient  liées  au  lliéoième  des  forces 
vives  ou  au  théorènu'  donnanl  les  vaiiations  de  la  tension  dans 
une  chaine  lioinog;éne  en  equilibre.  D'après  la  (juatrièine  des 
éípialions  du  inouvement  diiréren'ice  ])ar  rapport  ;i  l,  on  a 

dx    d-x         dy  d-y  dz  d-z 

ds    dsdt        ds  dsdt  ds  dsdl  ~     ' 

par  suite 

.„v                   dv  _  d^x  dx  d-y  dy       d-z    dz 

^  ^  ~d7~  lí?'  ~dT  "^  ^«"  ~di  "^  "d?'  ~dr ' 


1?> 


D'autre  part 

dv       dx  d^x       dy   d^y       dz   d^z        1    dV 
^*^  in^lulU^'^lhl[F'^lU^^'^^~dr' 

Cela  pose,   multiplions   le    première   des    équations    du  mouve- 

dx  .^  dy     ,  .  .,  dz 

inetit  par  — —  ,  le  deuxieme  par  -^ ,  le  iroisieme  par  puis 

^        dt  '         t/í  ^       t//    ' 

ajoutons,  nous  aurous 
m    d\'^ 


=  r   ^ h   1   -^^ \-  VI  — —  , 


2      í/í  í/.v  í/, 

ou,  puisque  m  dépend  de  i  seulcment 


dt 


(5) 


d{lv) 


mV- 


■m\] 


ás 


dt 


Donc  en  désignant  por  V{s,t)  une  cerlalne  fonclion  de  5  et  t, 
on  a 

dY*        7«V*         ,,       dP 

—r-  ,        — ^r mU  =  -7-  , 

dt  2  as 


(<^) 


Ti  = 


oíi  'Vv  a  la  signification  indiquée  plus  liaut  TVcosT.V. 

Pi'enous  un  point  determine  de  la  cliaine  qui  occupe  la  po- 
sition  M  au  lenips  t^  et  la  posilion  Mi  au  lemj)s  t{,  on  aura 

/TV  cos  (T,V)  dt  =  V{s,ti)  —  ^{s.  Íq) 
J  to 

oíi  le  premier  nienibre  represente  le  ti'avail  de  Ia  tension  appli- 
quée  au  point  considere  quand  ce  point  passe  de  la  pi'eniière 
position  à  la  seconde. 

(>onsidérons  au  contraire,  la  chaine  a  1'inslant  /  et  sur  la 
chaine  un  are  M'IVI"  correspondant  aux  valeurs  s'  et  s"  de  s,  on 
aura 

r>s" 

/  (!!^  _  „i[]\  ds  =  P  (í",  t)  -  P  (s',  t) 


ou  le  preiuier  lueiubre  peut  ètre  considere  coinnic  rcprésentant 
Tenergie  lotale  de  rarc  M'M",  dans  le  champs  de  forces  donné. 
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Si  la  fonction  P  est  uniforme,  on  déduit  de  la  une  significa- 
tion,  siinple  de  la  diflerence  P  (5,  t)  —  P  (íq,  t^),  qu'il  suffit  d'écnre 
sous  l*une  des  deux  formes 

p(5,o-i>(^.g  +  p(^g-p(^o./o)' 
p(5,o-P(vO  +  i^(-vO-i'(v'o)' 

en   appliquant   les   interprétations    precedentes    à    chacun    des 
groupes  de  deux  lermes. 

5-    Supposons    mainlenant    la   chaine   homogene,   m   constant 

ISous  aurons,  alors,  une  aulre  combinaison  analogue,  obtenue  en 

,.,.,,.,  djo      dy      dz 

mullipliant  les  equations  du   mouvement  par  -y-  ,  —j-  ,  — r—  et 

ajoutant.  On  a  ainsi  ^*       "*       "*' 

fdv        1    dV2\       dT   ,       f/U 


,(t  +  .^^^  +  ..u) 


c'est  à  dire 

0) 

d  (mv) 
dt 

ds 
é(piati()n  qui  exprime  que  Toa  peut  poscr 

(8)  ""■=^'     T  +  -2-  +  ».V=^, 

OU  O  designe  une  fonclion  Q  ('>,/)  de  s  et  t. 

Kii  donnant  ;i  /   une  valeu r  constante  et  considérant  un   are 
de  la  courbc  MM",  de  s'  à  s",  ou  a 


/; 


•vds  =  Q[s\s)-Q{s',t) 


011  Ic  j)renuer  membre  represente  la  somme  des  composantes 
laiigínlielles  au  íil  des  tpianlités  de  mouvement  de  tous  les 
élcmcnts  de  Tare  considere. 

Si    la   chaine   est   en  equilibre,  x,  y,  z,  T  sont  indépendants 


de  t,  V  est  mil  et  réqualion  (7)  donne 

t^(T  +  mU)  ^^ 
ds 

T  +  m\]  =  h  , 

formule  bien  conniie. 

6.  II  est  évidcnt  que  les  fouctions  P  et  Q  ne  peuvenl  pas 
ètre  choisies  aibilraii'cuient. 

Siipposons  par  exemple  /«=  1,  U  =  O,  c'est  à  dire  supposons 
qu'il  n'y  ait  pas  de  forces,  On  a  alors 

„  dV  1    ^.2         í/P 

dt         2  ds 

d'oú  une  première  relation  entre  les  fonclions  P  et  Q 

^   ''  \dt  ds  J    ds  dl   ' 

7.  Cherchons  la  condilion  pour  que  la  chaine  soit  constam- 
ment  disposée  suivant  une  /ígne  gcodésiqiie  de  la  surfacc  qu'elle 
décrit?  INous  allons  voii'  qu'il  faut  et  sufflt  que  v  soit  fonclion 
de  t  scul.  En  cHet,  les  cosinus  direcleurs  de  la  nonnale  prin- 
cipale  ii  la  chaine  sont  pioporlionnels  a 

d^x         d-y         d^z 


ds'^   '       ds^   '      ds'^ 

l^our  que  celte  droile  soit  normalc  à  la  suiface  décrite  par  la 
chaine,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  si-it  nonnale  ;i  la  vilesse  de 
rélémcnt  considere,  c'est  a  dire 

dx  d*x       dy   d-y       dz    dH 
lUl]J'^'dT'dJ^lu''ds^^ 

ou  encore 

^  =  0,     .  =  ?(.) . 
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dv 


La  signification  géoniélrique  de  -  -  est,  en  general,    en   appe 


(Is 


lant  p  le  rayon  de  courbure  de  la  chaine 

—  =  -cos(V,p) 


car  on  a 


W^ 
P. 


d^x\^      /d^y\^      fdHY 


8.  On  obtiendra  inimédiatemcnt  des  combinaisons  intégrales 
du  niènie  geme  que  les  precedentes  dans  les  deux  eas  suivanls 
dans  lesquels  m  ])eut  dépendre  de  s. 

1°  Si  la  force  qui  agit  sur  réiement  ds  est  conslamment  pa- 
rallèle  a  un  plan  fixe,  le  plan   des  yz  par  exemple,  on  a 


d 
~d^ 


(•'■^)= 


d^x- 
dt^ 


équalion  qui  exprime  que 

dx 


.    ,    ,  ^,  dx   , 
m  ---«5  +  1  — —  dt 
dl  ds 


est  une  diflérenlielle  totale  exacte  d'une  fonction  R  (s,  /). 

2"  Si  la  foi'ce  est  conslannnent  dans  un  nième  plan  avec  un 
a\e  íixe,  Oz  par  exemple,  on  a 


d_ 
ds 


T    X 


dl 

ds 


dx\]  [    f/'y  d^xX 


ce  qui  montre  que 

dy 

di 


'r-y^yH^ii-y^y 


est  une  diíTérentielle  lotalc  exacte. 


9.  C(is  de  la  pesanleur.  Si  les  forces  qui  agissent  sur  les  élé- 
nicnls  ih  sont  seulcmenl  Icurs  poids,  7nf(h\  on  pcut  toujours 
raniciier  Ic  jjroblème  au  cas  ou  les  forces  extcrieuis,  sauf 
bien  enlendu  les  forces  aux  extremités,  seraient  nulles. 
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En  ellei  rapportons  le  inouvement  à  trois  axes  rectangulaires 
Oxyz,  animes  d'un  mouveinent  de  translalion  dans  lequel  le 
poiíit  O  descend  suivant  une  verticale  fixe  d'un  mouvenient 
uniforménient  accéléré  d'accélération  ^,  égale  à  celle  de  la 
pesanteur.  D'après  la  théorie  des  mouvemenls  relatifs,  ou  pourra 
regarder  ces  axes  comme  fixes,  en  ajoutant  aux  forces  appli- 
quées  à  l'élément  ds  une  force  verticale  ascendanle  tngds,  qui 
détruira  le  poids  de  1'élément.  Les  équations  du  inouvement 
relatif  seront  donc 

d  /_,  dx  \  d'^x 

1  — r—    =  »^  -  - 


ds  V     ds  ) 


ds  \      ds  )  dt^ 

dt'- 
dH 


comme  s'il  n'y  avait  pas  de  forces  extérieures. 

Cette  remarque  donne  une  réaiité  physique  aux  cas  particu- 
liers  que  j'ai  étudiés  à  la  fin  du  paragraphe  II  de  mon  mémoire 
des  Acta  mathematica  (tome  12). 

(A  suivrej. 


VOL.  IV  —  N.°  1 


SUL  PRINCIPIO  OELLA  CONSERVAZIONE  DEL  NUMERO 
E  SUL  CALCOLO  SIÍYiBOLICO  01  HERIYIANN  SCHUBERT 


NOTA  Dl 


GlOVANNI  Z.  GlAMBELLI 


Nel  190i  (*)  ho  giii  esposto  una  modificazione  esatta  dei  prin- 
cipio delia  conservazione  dei  numero  applicabile  ad  alcuni  no- 
tevoli  pi"obleini  di  Geonietiúa  nunieraliva  (algébrica).  Le  consi- 
deraz.ioni  ivi  svolte  parlirono  da  alcuni  concetti,  clie  in  sostanza 
sono  contenuti  in  una  importante  Nota  di  R.  Stuum  (-).  Non 
esporro,  per  ora  almcno,  tali  concetti  comuni  a  quelli  delia 
detta  Nota  di  R.  Stuhm;  ma  invece  dopo  aver  per  mag;g;ior 
cbiarezza  rípctuto  nel  §  1  la  parte  principale  delia  mia  modifi- 
cazione,  se  ne  far!)  nel  §  2  un'app!icazione  ad  un  nuovo  csem- 
pio,  cbe  E.  Stuuy  (-'j  pretende  di  íar  litenere  in  conlraddizione 
ai  principio  delia  conservazione  dei  numero.  In  conseguenza  di 
quanto  si  trova  in  una  mia  Memoria  (di  prossima  pubblicazione), 
Rnoluzione  dei  problema  generale  numevativo  per  gli  spazi  pluri- 


(•)  Cfr.  la  mia  Nota:  Sul  principio  delia  conservazione  dei  numero, 
njaresb.  derDeut.  Mathematiker-Verein  »,  13,  oppure  rArticolo:  Abzãlhende 
Mclhodcn,  di  11.  G.  Zkuthkn,  nella  "Encyklopadie  der  i\íath(Mnatischen 
Wissenscliafteii»,  liaiid  III,  Tcil  2,  C,  3,  §  33,  pag.  311.  (oiiviene  inoltre 
leggerLí  il  §  i)  (pji-ír-  422  23)  deirappendice.  tSguardo  sopra  iproç^ressi  delia 
geometria  in  (picst'til(i>iio  decennin,  dei  bel  libro  de  G.  LoniA,  Il  passato  ed 
il  presente  delle  principali  teorie  geometriclie,  Torino,  C.  Clausen,  H.  Rinek 
Bucc,  3  °  ediz. 

(-)  Das  Prinzips  der  speziellen  I.aqe,  Archiv  der  ^lathematik  und  Phy- 
Bik»,  (3),  12,  1907. 

(3)  Uber  das  Priínip  der  Erlialtung  der  Anzahl,  c  Verliandlungen  dcs  III. 
Intcrnatioiíaleii  Matlieinatikor-Koiigresses  in  Heidelberg  1904». 
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secanti  di  una  curva  algébrica,  «Mem.  delia  R.  Acc.  delle  Scienze 
di  Torino»,  (2),  59,  1909,  nella  quale  si  risolve  una  questione 
numerativa  fondamenlale  per  le  curve  algebriche,  si  potra  trat- 
tare  nel  §  3  di  questa  Nota  deirimportanza  dei  calcolo  simbólico 
dello  ScHUBERT  e  come  il  conceito  di  condizione  possa  fornire 
notevoli  risultati  in  campi,  dove  le  ipotesi  restrittive  delia  mia 
modificazione  dei  principio  delia  conservazione  dei  numero  non 
permettono  le  relative  applicazioni. 

1.  In  questo  §  1  per  chiarire  il  conceito  di  particolarizza- 
zione  uniforme  di  una  data  condizione  si  esporra  con  qualche 
semplificazione  la  prima  parte  dei  §  1  delia  mia  citata  INota. 

Sia  Gf  un  gruppo  di  dati  enti  algebrici  ed  E  un  campo  algé- 
brico ccp(rj>0)  di  gruppi  Gji  di  enti  alg^ebrici  di  data  defmi- 
zione.  Essendo  V  un  ente  algébrico  di  data  deíinizione,  si  desi- 
gnino  con  Kp  alcune  (ben  definite)  relazioni  di  posizione  Ira  F 
e  gli  enti  di  Gf,  con  liji  alcune  (ben  definite)  relazioni  di  posi- 
zione Ira  r  e  gli  enti  di  un  qualunque  Gm  dei  campo  E.  Con 
Ce  si  chiamino  le  condizioni  imposte  allente  V  definite  me- 
diante le  relazioni  di  posizione  Rp  Ira  F  e  Gp  e  le  relazioni  di 
posizione  R^  tra  F  e  un  Gji  dei  campo  E.  Nel  campo  E  si  deve 
poter  piendere  un  campo  E'  di  (iy  puré  cxp ,  per  cui  i  Gm  non 
appartenenti  ad  E,  qualora  esistano,  siano  cc?'  (essendo  o'<^p), 
e  soddisfacenle  inoltre  alia  condizione  che  le  Ce  relative  ai 
campo  E'  siano  tutte  delia  stessa  dimensione  e  tra  loro  equiva- 
lenti,  in  modo  che  nessuna  di  esse  si  decomponga  in  parti  da 
conlarsi  colla  molteplicita  maggiore  di  uno,  oppure  da  escludere. 

Se  la  condizione  C  è  una  Cp  e  se  la  particolarizzazione  C 
di  C  è  una  Ce  relativa  ai  campo  E',  allora  si  dir;i  che  la  C  è 
una  particolarizzazione  uniforme  delia  condizione  C. 

La  mia  modificazione  dei  principio  delia  conservazione  dei 
numero  si  enuncia  cosi : 

Se  C  è  una  particolarizzazione  uniforme  diild  condizione  C 
impoHta  ad  U7i  ente  F  e  si  è  decomposta  in  piii  condizioni  C'q, 
C'i,  .  .  .,  C'<,  di  dimensione  ugualc  a  quella  di  C,  tali  che  ogni 
C'(  mediante  Vaggiunta  di  altre  relazioni  di  posizione  tra  Vente  F 
e  tutti  gli  enti  introdotti  (esplicilamenle,  od  implicitamente)  nel 
definire  la  condizione  C  non  si  possa  ulteriormente  decomporre  in 
piú  condizivni  C/^i,  C/g,  ecc,  senza  che  tutte  tranne  una  siano 
dl  dimensione  maggiore  di  quella  di  (7,,  allora  vale  la  relazione 
simbólica : 


c  jz  2  «i  ^^'i ' 


»=0 
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ove  i  nuvieri  «Oi  «li  •  •  •  •>  «í  '^ono  inleri  positivi,  oppure  nulli,  ma 
non  lutti  nulli  (*). 

2.  II  nuovo  esenipio  dello  Study  (cfr.  la  relativa  Note  già  ci- 
tata)  si  rifcrisce  ai  nu  mero 

( 1 )  2  mm!  +  m  [).'  +  m'ii 

delle  intersezioni,  che  diie  curve  Y  e  '(  situate  sopra  un  cono  K 
(li  2°  ordine  lianno  fuori  dei  vértice  O  dei  cono  K,  essendo  Y 
di  ordine  2/«  +  ij.,  '{'  di  ordine  1m'  -\-\i-'-,  ed  O  un  punto  jxP'°  per 
Y,  fx'!"'"  per  -('. 

Per  niostrare  come  tale  risultato  non  sia  contraddittorio  alia 
mia  modificazione  dei  principio  delia  conservazione  dei  numero, 
bisognerii  ricorrerc  anzitutto  alia  definizione  di  curva  gobba 
nello  spazio,  pcnsandola  p.  es.  come  intersezione  completa,  o 
parziale,  di  due  superfície  e  nel  caso  dcll'intersezione  parziale 
tener  conto  delia  parte  residua. 

Tenendo  conto  dei  conceito  di  particolarizzazione  uniforme, 

si  supporrh  -—  intero  ed  inoltre  che  í  risulti  la  completa  inter- 
sezione di  K  con  una  superfície  <í»,  eventualmente  anche  ridu- 
cibile,  di  ordine  w  +  v,  dove  è  v  =  ^,  e  cbe  in  O  ha  un  punto 

vP'".  Si  chiami  Oi  una  superfície  costituita  da  íw-f-v  piani  (oi, 
0)2,  ...,  («ni+v,  dei  quali  coi,  (02,  . .  .,  (o,„  non  passano  per  O, 
Wrti+i,  (Om+2i  .  •  '1  («»í+v  invece  vi  passano  senza  però  toccare  -^'  \ 
inoltre  per  maggior  semplicitii  si  ammetterii  che  nessuno  di 
cjuesti  piani  nè  tocclii  ■,',  nè  passi  per  gli  allri  punti  multipli, 
che  f'  può  avere  eventualmente  oílre  O,  Si  chiami  poi  E  il 
faseio  di  superfície  individualo  da  *I>  e  «l'i  e  71  la  curva  com- 
pleta intersezione  di  K  con  *i. 

Variando   la   superfície   nel   faseio  E,    si   ottengono    sopra  K 


(M  É  importante  osservare  che,  anche  tojíliendo  la  restrizioue  che  debba 
essere  uniforme  la  paiticolarizzazione  C  di  C,  puro  non  si  hanno  íinoia 
esHinpi  contiaiii  ai  nuovo  iMiuneiato  dei  principio  delia  conservazione  dei 
numero,  (iiiesto  íatto  sebbene  non  sia  sinto  linora  notuto,  puré  risulta  ini- 
plicitamente  evidente,  rispetto  ai  noti  esenipi  (U'llo  Studv  e  dei  Kuiin,  dal 
Ç|  2  delia  citata  mia  Nota  ed  in  parte  da  quella  dello  Stikm;  per  il  nuovo 
esempio  dello  Sn  dy  si  veda  il  §  2  delia  presente  Nota.  Questa  restrizione 
delia  ])artieolariz/,azione  uniforme  è  peiò  necessária  per  bi  dimostrazione 
dei  detto  mio  enuneiato  dei  principio  delia  conservazione  dei  numero. 

La  semplifit-a/.ione  |)()i  introdotta  sopra  nel  detínire  la  particolarizza- 
uue  uniforme  dipende  dallaver  supposto  algébrico  il  campo  E. 


Zioue 
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dellc  curve  di  nrdine  2m-\-\i.,  in  modo  che,  detto  C  il  numero 
dei  punti  comuni  a  y  e  y'  faori  di  O,  C  il  numero  dei  punti 
comuni  a  Yi  6  y'  Tuori  di  O,  risulti  C  una  particolarizzazione 
uniforme  di  C(').  Tenendo  conto  di  tutti  gli  enti  introdotti  nel 
definire  C',  si  dovrà  decomporre  quesUi  condizione  nelle  C'o. 
C'i,  ...,  C'„i-j-v_(,  ove  C'i(e  =  0,  1,  ...,  m-[-v — 1)  indica  il 
numero  dei  punti  comuni  a  y'  e  alia  cónica  sezione  di  K  con 
o)i-|-i,  i  quali  non  cadono  in  O.  Quindi  in  questo  caso  vale  il 
principio  delia  conservazione  d"el  numero  sotto  Ia  forma  sopra 
enunciata,  essendo  «0  = '^i  =  •  •  •  =^m  +  v— i  =  1. 

Ora  per  brevità  qui  ed  in  seguito,  essendo  y^  Ti»  Y"-'  ^^'^' 
delle  curve,  si  converrà,  che  i  simboli 

T+T> 

Y  +  Tl  +  T2  > 

Tl  +  T2 , 
ecc. 

significhino  rispettivamcnte  le  curve  costituite 

da  Y  e  Yi  , 

da  Y,  Yi  ^  T2  ' 

da  Tl  e  Y2 , 

ecc. 

Essendo  sempre  [j.  pari,  quando  y  non  si  può  pensare  come 
completa  intersezione  di  K  con  un'altra  superfície,  allora  è  pos- 
sibile  in  infiniti  mocli  costruire  una  curva  yi  di  ordine  2wi-l-2vi, 
dove  nii  e  vi  sono  interi  convenienti,  in  modo  che 

1°  O  sia  un  punto  2vjP'°  per  la  yi, 

2"  Yi  risulti  completa  intersezione  di  K  con  un'altra  super- 
fície, che  ha  in  O  un  punto  Vji''", 

3°  la  curva  Y  +  Y»  i*isidti  una  curva  completa  intersezione  di  K 
con  un'altra  superfície,  che  in  O  ha  un  punto  (v  +  vi)i''°("^). 

Da   questa   osservazione    segue   súbito   la    (1),    purchè    jx  sia 


(1)  Non  occorre  ricordarc  che  il  concette  di  numero  è  un  caso  partico- 
lare  di  quello  di  condizione. 

(2)  Beuchè  sia  questione  niolto  facile,  puré  si  esporra  un  método  ele- 
mentare  per  costruire  una  curva  íi  soddisfaccnte  alie  dette  condizioni. 

Si  dcfinisca  come  opcrazione  T  sopra  una  curva  T  giacente  sul  cono  di 
2.°  ordine  K  la  seguente : 
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pari,  anclie  quando  y  iion  è  completa  intersezione  di  K  con 
un'altra  supeiíicie. 

Quando  poi  fz  è  dispari,  basta  considerare  la  y  +  j^,  essendo  g 
una  generatrice  dei  cono  K,  la  quale  taglia  '(  (fuori  di  O)  in 
m'  punli  distinti,  e  mediante  il  risultato  j'elativo  a  [j.  pari  si 
otterra  súbito  la  (1)  ancbe  per  [).  disj)ari. 

Non  sara  inutile  discutere  il  conceito  di  diminuzione  prodotta 
dal  punto  O  sul  numero  delle  intersezioni  delle  due  curve  ,',  '( 
giacenii  sul  cono  K.  Si  desighi  per  brevith  con  D  (f,  7'j  tale 
diminuzione  prodotta  dal  punto  O. 

Se  aliueno  una  delle  due  curve  ',',  '{'  è  completa  intersezione 

di  K  con  un'allia  superfície,  segue:  Ti  [■{,'{' )^=  —  \).\i' \   ed  ancbe 

quando  non  c  completa  intersezione  di  K  con  un'altra  super- 
fície nè  ■(■  nè  ■,'  ,  ma  però  è  pari  almcno  uno  dei  due  inleri  ji,  \i.\ 

segue  puré  :  D  (y,  y')  -  -  jin'  (*). 

Quando  [i,  |x'  sono  entrambi  dispari,  sia  p.  es.  Yo  un'altra 
curva  giacente  sopra  K,  che  ba  in  O  un  punto  jj.p'°,  dotata 
degli  stessi  caratteri  proiettivi  di  Y  e  non  avente  nessuna  )-ela- 
zione   di   contatto  con   y-   c   si  convenga  di  definirc  D  (y,  '{')  = 

=  Y  D  (t  +  To.  T%  ne  segue  :  D  (y,  y')  =  y  \^\^'  (-)• 


Da  un  punto  non  singolare  di  T  si  proietta  T  stessa  e  si  trova  la  resídua 
intersezione  di  questo  cono  con  K. 

Si  cliiami  poi  Ri  la  resídua  intersezione  ottenuta. 

Se  Kí  non  si  può  otteuere  come  completa  intersezione  dí  K  con  unaltra 
superfície,  si  eseguísca  sopra  IIT  Toperazione  T,  onde  si  ottiene  una  nuova 
curva  Rlif,  che  si  designerà  semplicemente  con  I\-'T.  Se  R-T  non  si  può 
ottenere  come  conii)leta  intersezione  di  K  con  un'altra  superfície,  si  ese- 
guísca ancora  Toperazíone  T;  e  cosi  si  proceda,  íínché  si  giunga  ad  una 
curva  R'T  completa  intersezione  dí  K  con  un'altra  superfície  avente  in  O 
un  punto  vl"lo. 

Segue  che  t  non  supera  m  e  che  si  può  pensare  come  Tj  la  curva 
Ri  -|-  R^T  -}-•••+  R'  f  completa  intersezione  di  K  con  una  superfície  di 

ordíne  [in  -}-v)< ^í(í-}-l)  e  che  ha  iu  O  un  punto  víplo. 

(•)  Infattí  se  per  físsare  le  ídee  ij.  ò  pari,  basta  pensare  che  si  può  defi- 
nire  D(T,  T')  come  la  dífterenza  D  (T  4-  íi,  T')  ^ — D(7i,T'),  dovc  Ti  è  una 
curva  che  si  comporta  rispetto  a  T  nel  modo  esposto  sopra,  cioò,  confron- 
tando la  nota  precedente,  una  curva  Ti  è  la  RT  -|-  R-T  -[-...-)-  R.'"í. 

(-)  Nelle  fiuestioni  di  limite  si  deve  sempre  usare  una  stessa  definizione 
per  evitare  paradossi.  Cosi  p.  es.  essendo  jj.,  jjl',  r  interi  dispari,  dette  ^1, 
^Tx,  ■  .  .,  gr  delle  geuoratricí  dei  cono  K  che  tagliano  T',  fuori  di  O,  in  m' 
punti  distinti,  si  potrebbe  pensare  D  (T,  T')  come  la  differenza 

l>a  +  ^i+5'2+---f^r,T')-D(^,+S'2-f---  +  5'r,T')  = 
=  D("í+í7i4-í72  +  --h^r,T')-D(sri,T')-D(^,,T')— .-D(^r,T')  ' 
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La  convenzione  introdotta  per  |i.,  [x'  entranibi  dispari  non 
contraddice  alia  definizione  relativa  ai  caso,  in  cui  una  delle 
due  curve  ■,',  y  sia  completa  intersezione  di  K  con  un'altra  su- 
perfície, ma  introduce  numeri  fralti  (*).  Dunque  si  deve  pen- 
sare  alia  possibilita  di  defmire  tale  concetto  di  diminuzione  ed 
esaminare  quali  nuove  convenzioni  si  debbano  fare  (cíV.  per  un 
altro  esempio  análogo  il  seguente  §  3). 

Ora  in  fine  si  mostrera.  come,  senza  tener  alcun  conto  delia 
restrizione  che  la  particolarizzazione  debba  essere  uniforme,  si 
possa  applicare  la  mia  modificazione  dei  principio  delia  con- 
servazione  dei  numero  a  questo  esempio  dello  Study. 

Si  considerino  le  due  curve  "f.  f'  definite  sopra,  e  non  si 
faceia  alcuna  ipotesi  sulla  parità,  o  disparità  di  [j.,  |t'.  Si  spezzi 
p.  es.  Y  ií^  2m+|x  generatrici  g\,,  g-i,  ...  ,  ^im+u.  dei  cono  K, 
tali  che  ciascuna  di  esse  tagli  f',  fuori  di  O,  in  m'  punti  di- 
stinti.  I  punti  comuni  alie  gi{i^=  í ,  2,  .  . . ,  2m  -f  |J-)  e  a  ■('  si  dis- 
tribuiscono  anzitutto  nelle  seguenti  hn-\-2\f.  classi  Li.  La,  .  . .  , 
L4m-^2;j-i  ove  Li(z'=  I,  2,  ...  ,  2m-^--l'-)  indica  la  classe  costituita 
dai  punti  fuori  di  O  conumi  alia  gi  e  a  y',  e  Lj  (2'  — 2w -{- jj.  +  1, 
2m-j-|j. -f  2,  . .  .  ,  4m-j-2(j.)  la  classe  costituita  dal  punto  O  pen- 
sato  come  intersezione  di  ^i_9,n— jj.  e  di  '^'.  Per  Tapplicabilita 
delia  mia  modificazione  dei  principio  delia  conservazione  dei 
numero,  detto  C',(2  =  0,  1,  ...,  47?í  +  2;í — 1)  il  numero  dei 
punti  distinti  appartenenti  alia  classe  L/^j,  si  ponga  «1=1 
(?;=0,  1,  . . . ,  2;/í-f  [j. —  I )  e  degli  altri  coefficienti  fl,(2'=2w  +  n, 
2,m  +  |Ji.  +  1 ,  . . .  ,  hn  +  2jx  —  1)  se  ne  prendano  m  uguali  a  n'  ed 
i  rimanenti  7«  +  [t  uguali  a  zero  (^). 

Quindi  questo  nuovo  esempio  dello  Study  non  contraddice 
la  nostra  modificazione  dei  principio  delia  conservazione  dei 
numero,  anche  quando  non  si  tenga  conto  delia  restrizione, 
che  la  particolarizzazione  debba  essere  uniforme  (-). 


D(T,T')  =  y([x-r).x', 

risultato  che  dipende  da  r. 

Per  spiegare  questo  paradosso  si  pensi  che  la  definizione  DC^,  T')  =  [j.' 
(i  :=  1,  2,  ■•.,?*)  è  incompatibile  con  quella  usata  sopra  per  D  (T,  T  ),  quando 
T,  oppure  T',  sia  completa  intersezione  di  Iv  con  un'altra  superíieie. 

(')  In  questo  caso  i  detti  numeri  fratti  hanno  per  denominatore  2,  ma 
si  possono  súbito  costruire  esempi  analoghi  di  numeri  fratti  col  denomina- 
tore n,  numero  intero  qualunque.  8i  osservi  poi  che,  partendo  da  questi 
esempi,  si  potrebbe  benissimo  introdurre  il  concetto  di  numero  frazionario 
uella  Geometria  numerativa. 

(^)  Ed  è  ancora  importante  osservare,  come  non  sia  etato  necessário 
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3.  Le  scarse  cogni/ioni  attuali  sulla  geometria  proiettiva  delle 
curve  algebriche  iperspaziali  e  le  condizioni  restrittive  delia 
mia  modificazione  dei  principio  delia  conservazione  dei  numero 
non  permettono  di  poterla  applicare  ai  problema  de]  numero 
degli  spazi  plurisecanti  una  data  curva  algébrica.  Per  tale  que- 
stione occorre  tener  conto  deiriniportante  concetto  di  condizione 
introdollo  dallo  Sciiuisiírt.  In  virtú  di  questo  concetto  si  dovrii 
risolvere  invece  dei  detto  problema  il  seguente  piu  generale: 

Trasfonnare  in  una  somma  di  condizioni  caralte^istiche  la  con- 
dizione imposta  ad  uno  spazio  [s]  di  secare  i  volte  una  data  curva, 
priva  di  punli  singolari,  di  ordine  m  e  di  genere  p,  giacente  in 
uno  spazio  [h]  (*). 

Come  risulterJi  dalla  mia  Memoria  citata,  basterà  trasformare 
la  detta  condizione  di  plurisecazione,  quando  sia  s>2 — 1,  eà.  h 
suficientemente  grande;  e  siccome  in  tale  ipotesi  è  funzione  solo 
di  ?/?,  p,  i  e  non  dipende  da  5  e  da  A,  si  potra  designare  questa 
condizione  p.  es.  semplicemenie  col  simbolo  (m,  p\  i). 

Essendo  xt(/:=l,  2,  ...,  i)  la  condizione  imposta  ad  uno 
spazio  [s]  di  tagliare  un  dato  [/:]  secondo  un  [/: —  IJ,  seguendo 
un  método  di  degenerazione  ho  stabilito  nella  detta  mia  Me- 
moria le  due  formole  ricorrenli 

(2)  (m,  jo;  i)  =  [m-  I,  p;  /)  +  (;«-2,  p;  i-  1)-,  +  .  . .  + 

+  (;/?  — 7,  p\    \)T.i_i  -\-T.i, 

(3)  (w,  p\  i)  =  (7«  —  2,  yj;  2)  +  2  .  (m  —  3,  yj  —  1 ;  2  —  1)  n  + , .  .+ 

^i.{,n-i-\  ,p-í-  !)::,_,  +  (,+ 1).^; 
(ove  jw  >  0) , 

le  (piali  risolvono  completamente  la  questione  sopra  enunciata. 
Sebbene  le  reslrizioni  imposte  alia  mia  modificazione  dei 
principio  delia  conservazione  dei  iuimei'o  non  permcttano  di 
dimostrare  il  conceito  di  liniiic  usato  in  questo  método  di  de- 
generazione, puré  si  deve  osservaie  che  nella  mia  Memoria  si 
(liniostra    analilicamcute    la   (2),    (piando   p-^O,    si   studiano    le 


suddividere  le  condizioni  C'i(7'=0,  1,  . .  .,  4hí  4- 2jj.  —  1),  tonendo  conto 
di  tutti  gli  cnti  intnxlotti  ncl  dpfinire  Ia  particolaiizzazione  (p"  es.  non  si 
('  tciuito  conto  dei  ranii  che  T'  ha  in  O). 

(')  Evidentemente  è  s<^d — 1,  h<d,  chiamando  [d]  lo  spazio  fonda- 
inentale. 
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mutue  relazioni  tra  il  deito  método  di  deí^enerazione  ed  il  mé- 
todo funzionale  associato  ai  calcolo  simbólico  dello  Schuiiert,  e 
inoltre  si  dimostra,  come  il  solo  método  funzionale,  associato 
ai  calcolo  simbólico  dello  Schuiíert,  dia  luogo  alie  stesse  for- 
niole  ricorrenti  (2),  (3),  Osservando  poi  clie  la  (2)  per  p<0  è 
conseguenza  delia  (3)  e  delia  (2)  stessa  per  p  =  0,  sara  lecito 
nou  dubitare  delPesattezza  delle  deite  formole  ricorrenti. 

Rispetto  ai  problema  particolare  dei  numero  degli  spazi,  che 
plurisecano  una  curva  genérica  di  ordine  m  e  di  genere  p,  non 
solo  non  esisteva  finora  un  procedimento,  cbe  permeltesse  di 
risolvere  i  singoli  casi  numerici,  ma  i  metodi  usati  crano  ineffi- 
caci  per  giungere  a  tale  procedimento,  perche  non  si  faceva 
uso  nè  dei  conceito  di  condizione  introdotlo  dallo  Schurert,  nè 
dal  calcolo  simbólico  dello  Scnur-Eur. 

Rispetto  ai  método  dello  spezzaynent o  totale,  che  consiste  nel 
sostituire  ad  una  curva  priva  di  punti  xingolari  di  ordine  m  e  di 
genere  p  un  sistema  connesso  di  m  rette  in  posizione  genérica  con 
p-f-m+1  intersexioni  semplici,  si  dimostra  súbito  la  seguente 
proposizione : 

^elle  trasformazioni  delia  condizione  imposta  ad  uno  spazio  [s] 
di  plurisecare  una  curva  priva  di  punti  singolari  di  ordine  m  e 
genere  p  è  falso  applicare  il  rnetodo  dello  spczzcwiento  totale,  se 
^p>2. 

Infatti,  quando  òjo>2,  è  impossibile  costruire  un  sistema 
connesso  di  m  rette  con  p-\-m-\-  i  intersezioni  semplici,  senza 
che  almeno  tre  di  queste  intersezioni  cadano  sopra  uno  stesso 
lalo  dei  poligono;  cioè  la  curva  cosi  spezzata  aminelte  almeno 
una  trisecante. 

In  un  altro  Lavoro  poi  si  dimostrerà,  come  la  condizione  di- 
penda  non  solo  dal  numero  delle  trisecanti,  ma  anche  dalla 
posizione  delle  trisecanti.  Un  falto  análogo  accade  puré  per  le 
curve  razionali  spezzale  in  rette.  Per  maggior  chiarezza  si 
spieghera  meglio  questo  ialto  per  le  curve  razionali  degeneri 
dotate  di  una  sola  trisecante. 

Si  consideri  un  poligono  gobbo  aperto  costituito  dalle  rette 
«1,  «2,  ...  ,  a-r,  tali  che  a  partire  dalla  seconda  inclusa  ognuna 
si  appoggia  alia  precedente,  in  modo  che  r  sia  la  flimensione 
dello  spazio  congiungenle  «i,  a-i,  ...,  a,..  Sia  poi  h  una  relia 
appoggiata  ai  lato  «ji(/t:=^2,  3,  ,.  .  ,  r —  1)  in  un  punto  distinto 
dai  vertici  aii_iai;,  «fc«/;-fi,  e  tale  che  risuíti  r -]-  1  la  dimensione 
dello  spazio  congente  r/i,  «2,  ■  •  •  ■,  «r^  ^'  ^'insieme  delle  rette 
<^i,  «-2,  .  .  .  ,  «Í-.  ^  coslituisce  quindi  una  curva  razionale  nor- 
male  degenere  dello  sj)azio  ['i^l],  l^i  cpiale  annuette' í//,  come 
trisecante.   La  condizione  imposta  ad  uno  spazio  [.sj  di  plurise- 
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care  la  curva  razionale  cosi  degenerata  dipende  dalla  posizione 
delia  Irisecante,  cioè  p.  es.  si  oiiengono  risultati  diversi 

secondochè  la  trisecante  è  «2>  oppure  a^,         se  />  5, 
secondochè  la  trisecante  è  0-2,  «3,  oppure  ai^,  se  r^  7, 

ecc. 

Dunque  nel  definire  il  conceito  di  diminuzione  prodotta  da 
una  trisecante  rispelto  alia  condizione  imposta  ad  uno  spazio 
di  plurisecare  una  curva  algébrica  bisogna  tenere  conto,  o  delia 
posizione  delia  trisecante,  oppure  delle  singolarita  inerenti  alia 
posizione  delia  trisecante. 

La  risposta  si  trovcra  in  un  seguente  Lavoro. 

Volendo  fare  qualche  passo  nello  studio  delle  curve  razio- 
nali,  sarebbe  utile  determinare  la  condizione  imposta  ad  uno 
spazio  di  plurisecare  una  curva  razionale  costituita  da  un  insieme 
connesso  di  vi  rette,  avente  alcune  di  queste  come  rette  trise- 
canti,  quadrisecanli,  ecc.  Non  sara  difficile  applicare  il  calcolo 
simbólico  dello  ScnunEni  e  Irasformare  questa  condizione  in  una 
somma  di  condizioni  caratteristiche,  però  non  avverra  sempre  clie 
queste  conc/tzioni  cai-alteristiche  siano  tutte  delia  slessa  dimensione. 

Questi  nuovi  risultati  sulla  teoria  delle  curve  dipendono  es- 
senzialmente  dalTuso  conveniente  dei  calcolo  simbólico  dello 
ScnuBERT  e  sarebbe  inipossile  giungere  altrimenti  alie  stesse  con- 
seguenze. 

Rispetto  agli  altri  metodi  sopra  tali  questioni  per  le  curve  si 
ricorderà  Timportante  Memoria  di  H.  G.  Zeuthen,  Sur  les  singu- 
larilés  ordinnires  d^une  courbe  gaúche  el  d^une  surface  développa- 
ble,  oAnnali  di  Matemática  p.  ed  app.»  (2),  3,  1869,  pag.  175- 
217.  Per  estendere  questo  método  dello  Zeuthen  alie  questioni 
analoghe  sulle  curve  degli  iperspazi  occorre  applicare  il  cal- 
colo simbólico  dello  Schuiíert.  Finchè  lo  spazio  fondamentale  Uf] 
è  di  dimensione  piccola,  p.  es.  d=A,  5,  6,  si  possono  benis- 
simo  evitare  il  calcolo  simbólico  dello  Schurert  ed  il  concetlo 
di  condizione.  Infalti  in  (|uesti  casi  non  si  vede,  come  sia  ne- 
cessário ricorrerre  alia  trasforniazione  dei  prodotto  di  due 
condi/.ioni  caratteristiclie  imposte  ad  uno  spazio,  percbè  sem- 
plici  lagionamcnli  gcomctrici,  o  (pialcbc  applicazionc  dcl  prin- 
ci[)io  di  corrisjiondcnza  di  (Ihasles,  oppure  note  formole  di 
coinciflenza  di  punti  o  di  spazi,  lasciano  sfuggire  la  soslanza  dei 
problema  generale;  ma  nel  caso  generale  questi  procedimenti 
sono  inelVicaci  anclie  per  problemi  numerici.  ISella  citata  Me- 
moria dello  Zeuthen  si  considcrano  poi  jjcr  Ic  curve  dello  spazio 
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ordinário  non  solo  problemi  di  plurisecazione,  di  contatto,  ma 
anche  questioni  di  sing^olarità,  ricerche  importantissiiue,  che 
meriterebbero  di  essere  estese  alie  curve  iperspaziali. 

Si  osserverii  infine  come  il  calcolo  simbólico  dello  Schuberf 
sia  stretramente  collegato  alia  mia  modificazione  dei  principio 
delle  conservazione  dei  numero.  Questa  mia  modificazione  for- 
nisce  risultati,  che  si  giudicano  di  poça  utilila,  quando  si  pensa 
ai  conceito  (particolare)  di  numero,  ma,  se  invece  si  pensa  ai 
concetto  di  condizione,  questi  risultati  per  mezzo  dei  calcolo 
simbólico  dello  Schubert  perniettono  súbito  di  trovare  proposi- 
zioni,  che  non  si  sanno  dimostrare  con  altri  metodi.  P.  es.  ris- 
petto  ai  problema  dei  prodotto  di  piú  condizioni  caratteristiche 
imposte  ad  uno  stesso  spazio  i  metodi  geometrici  (*)  ordinarii 
si  presentano  deficienti,  ed  ò  necessário  ricorrere,  o  ai  método 
usalo  in  una  mia  Memoria  (^),  oppure  ad  una  formola  dello 
Schubert  {^). 


(')  Per  uno  studio  analítico  nel  caso  delle  rette  si  ricorderà  Timportante 
Nota  di  Max  Caspar,  Abzahlungen  beziiglich  des  Strahls  im  n-dimensionalen 
Hanm,  «Math.  Anualen»,  59,  1904. 

(-)  Risobizione  dei  problema  degli  spazi  secanti,  oMeni.  delia  R.  Acc. 
delle  Scienze  di  Toiino,  (2),  52,  1902. 

(2)  Gleicliungen  ziviscaen  Bedingungen  hei  specie.ller  Lagelinearer  Itaume, 
«Mittheilung-en  der  Math.  Gesell.  in  Ilamburg»,  4,  1903,  pag.  104.  Per 
questa  formola  dello  si  cfr.  puré  Tultima  pagina  dcl  §  delia  mia  Nota:  La 
teoria  delle  formole  d'inejdenza  e  di  ponizione  specialc  e  le  forme  binarie, 
«Atti  delia  R.  Acc.  delle  Scienze  di  Torino»,  40,  1905. 


NOTAS  SOBRE  DUAS  CURVAS  ESPHERICAS  PARTICULARES 


POR 


F.  Gomes  Teixeira 


I 

Sobre  a  catcnaria  espbcrica 

A  catenaria  espherica  é  a  curva  de  equilíbrio  d'um  fio  pe- 
sado, lioniog^eneo,  flexivel  e  inextensivel,  collocado  sobre  uma 
cspbera  sobre  a  qual  pôde  escorregar  sem  attricto,  e  fixa  nas 
suas  extremidades  a  dois  pontos  da  esphera. 

Demonstra-se  em  Mecânica  (*)  que  esta  curva  pôde  ser  re- 
presentada pelas  equações  seguintes,  referidas  a  eixos  orthogo- 
naes  que  passem  pelo  centro  da  espbera: 

(1)  r/'^-Al,  ;.2_^2_22^ 

'     t/z 

onde 

7.  =  {Z-  hf  («2  _  ^2)  __  S^i  _  _  (^3  J^  /,^2  _  ^2^  _  /,,,2  ^  .V'-:)  . 

7-  e  'p  designando  as  coordenadas  polares  da  projecção  do 
ponto  sobre  o  plano  xy,  a  o  raio  da  espbera  c  A  e  //  (hias 
constantes  arbitrarias. 

Yè-se  pois  que,  em  geral,  o  calculo  de  cp  depende  das  func- 


(')  Vér,  por  exemplo,  Ai-pell,  TraiU  de  Méçanique,  tom.  i,  pag.  202. 
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ções  ellipticas,  A  expressão  de  '^  por  meio  d'estas  runcções  foi 
obtida  por  diversos  geómetras,  e  depende  do  logarithmo  d'uma 
íuncrão  duplamente  periódica  de  sei,^unda  espécie.  Apezar  d'isso, 
M.  Appell  mostrou  que  se  podem  exprimir  as  coordenadas  j;, 
y  ^  z  por  meio  de  luncções  ellipticas  uniformes,  em  um  tra- 
balho notável  publicado  no  Bulletin  de  la  Sociétê  Malhématicjue 
de  France  (1885,  t.  xui,  pag.  65).  E  d'esta  questão  que  vamos 
occupar-nos,  para  obter  as  fórnmlas  de  M.  Appell  por  meio  de 
uma  analyse  difFerente  da  que  foi  empregada  por  este  eminente 
geometra. 

Representemos  por  cí,  ,3,  7  e  o  as  laizes  da  equação  Z  =  O,  e 
notemos  que  estas  raizes  não  podem  ser  todas  imaginarias.  Com 
eíFeito,  se  estas  raizes  fossem  todas  imaginarias,  o  radical  que 
entra  na  fórmula  (1)  seria  imaginário,  qualquer  que  fosse  o 
valor  de  z.  Supponhamos  pois  que  as  quantidades  cc  e  ,3  são 
rcaes  e  ponhamos 


Temos,  pondo  a  expressão  de  í/'^  debaixo  da  forma 

dz 


dz I 


e  considerando  o  primeiro  termo  d'esta  egualdade, 

dz  dz 

{z  —  a)  v/z   ~  {z-a)  \/{z-rx){z-'^){z-'{){z-^ 

_     K    r  dt [j  — g dt^ 1 

onde 

a  — a.  a  —  Y        a  —  ^  _  (Y  —  a)  (5  —  a) 


Ponhamos  agora  t -^  li — -p.    V  equação  precedente  toma  a 
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íórma 


onde 


dz 


2K 


(z  — «)v/Z       P  — « 


<lti        [i  —  a  dtj  n 


^1,  b2  sendo  duas  constantes,  de  que  não  é  necessário  escrever 
os  valores. 

Introduzindo  agora  as  funcções  ellipticas  de  Weirstrass,  po- 
nhamos íi=pw  c  representemos  por  U{  o  valor  que  u  toma 
quando  pw  =  a'i,  Vem 


dz  _    2K    r  P  — a  du         1 

(«  — a)^^"~a— iL  "      P— «     pw  — pwij' 


Mas  (*) 


r      í/w  1  a(w  — wi) 

Vamos  procuiar  agora  o  valor  pui.  Para  isso  notemos  que 


1-         *  ' 

lim  — =  =  —  — , 


e  qu(!,  por  outro  lado, 


lim  -= 


K 


lim 


(t+íf 


z=a  /  Z         P  —  a  <=a,   v/í  (í^  +/7Í  +  y) 


2R 


[vu-~p-^\)' 


2K    ,       V''~í^+^ 
r Inn —  

p  — «,,=„,,  j/4;j3_^j;_^.^      (a— p)„=u,  pwi 

_   2K     (g4  +  l)-_   2K(«-|3)  ^ 


f)  Vojasi'  o   nosso    Curso  de  Analysc   infinitesimal,    Calculo  integral, 
2.»  parte,  pag.  231. 
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logo 


1     _      (^-afi 
p'wi  ~  2AK(Í5  — a) 


Portanto 


i 


(lu 


{^-afi 


pw  —  pwi       2  AK  (P  —  a.) 


e  em  seguida 


Do  mesmo  modo  se  deduz  a  egualdade 

/■       dz  2K         t    r       a(M  — Wâ)   ,  ^         1 


onde 

Logo 

(2) 
onde 


a-\-a  1 

'O  ^2      °  a(w  +  wi)a(w  — W2) 


G-KA 


2a 


a2_p!í 


+  ix^u-i  —  zV<^i  )  . 


Ao  mesmo  tempo 


í^  (pw  -  jiyj  + « 
*  = ^1 . 

Temos   assim    as    duas    f('irnuilas  que  determinam  cp  e  z  em 
funcção  do  parâmetro  a. 

Eliminando  agora  a  —  a  entre  as  equações 


z  —  a 


(?-«)(p^-  3/^)  +  «-« 


pw  —  y  /í  +  í 


pwi 


a  —  a   ,    1 
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e  pondo  pw'  =  —p —  1  ,  vem 


^_^^  (p-«)(ptó-pw,) 


■pu  —  pw' 

ou,  applicando  uma  fórmula  fundamental   da  iheoria  das  func- 
ções  ellipticas  (^), 

(S  —  a)'j^u'     o  (ui -\- u)  3  (u[ — u) 

çj n  —  ^~ • 1, 

o^Ui  O  {u'  +  w)  a  (u'  —  u) 

Do  mesmo  modo 

(p  +  a)  a^w'     a  (wg  -\-u)q  {m  —  u) 
a^«2  3  (v!  -\-  u)  Q  {v!  —  u) 

Mas 

e  poitanU),  allendendo  ás  fórmulas  precedentes  e  í\  fórmula  (2), 

,    .         l/«'^  —  3'^  a^wi    a  (u{  —  w)  a  (wg  +  í^)    r    ,  >. 
^  -|-  /y  =  -!^ ! .  . !^— L^A-L— L  gGií-j  i'fo  . 

ou[  0U2  o  (u'  +  w)  a  {u'  —  u) 

Do  mesmo  modo 


OMi  OMS       «3  (u  -\-  u)  a  (w'  —  u) 

Deduz-se  immediatainente  d'cstas  fórinulas  as  expressões  de 
X  a  1/  em  funceão  uniforme  de  u,  que  é  o  resultado  que  pre- 
tendíamos obter. 

II 

Sobre  as  eurvas  csphero-cyliiidiieas 

Sabe-se  (juc  a  cuiva  inversa  de  uma  cvelita  espherica  é  outra 
(xcliea  espheriea.  Esta  proposição  dá  alguns  resultados  notá- 
veis  (|Man(l(i   se  ajipliea  ás  eurvas    cjue  lesidtam   da  inlerseceão 


Cj   Curso  de  Analyse,  Calado  integral,  2.-''  parto,  pag.  Ibl. 
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d'uma  espliera  coin  um  cvlindro  de  revolução.    Pode- se  repre- 
sentar estas  linhas  pelas  equações 

x-  +  f  +  z^=a^,       a;2  +  (?/-è)2^c2, 

ou,   transportando  a  oi'igem  das  coordenadas  ao  ponto  da  es- 
phera  cujas  coordenadas  são  (O,  ff,  0), 

x^'  +  (y  +  af  +  2;2  =  «2  ^       a;^  -f  (3/  +  «  -  bf  =  c"- . 

-Vpplicando  ag-ora  a  estas  equações  a  transformação  por  raios 
vectores  recíprocos  definida  pelas  equações 

2aX  2aY  2aZ 

X  = 


X^+Y^  +  Z^'       ^      x2  +  Y2  +  Z^'  X2  +  Y2  +  Z2' 

obtèem-se  duas  equações  (jue,  pela  eliminação  de  Y,   tomam  a 
forma 

1  Y  -  —  « 

(l)  [(ff-6)2-c2j(^X2  +  Z2)  +  2a2(a2^i2_c2)X2 

(  +  2«2  (^2  _ai-  c^)  Z2  +  «4  [(^a  +  bf  -  c^]  =  O  . 

A  primeira  equação  representa  um  plano,  que  passa  pelo 
centro  da  esphera,  e  é  perpendicular  ao  eixo  dos  y.  A  segunda, 
pondo 

toma  a  forma 

(X2  +  Z2  -f  /2  _]_  /,-2  ^  lY^f.  _  4/2  ^X2  +  /,2)  . 

Mudando  a  em  — a,  obtém- se  uma  equação  análoga,  corres- 
pondente ao  caso  em  que  o  centro  de  inversão  tem  por  coor- 
denadas (O,  — a,  0). 

Logo  a  linha  inversa  da  curva  que  rexulta  da  intersecção  diurna 
esphera  com  um  cylindro  de  revolução  ê  uma  espirica  de  Peiiseus  (*), 
quando  o  centro  de  inversão  está  situado  sobre  a  secção  recta  do 


(')  Veja-sc  sobre  e.sta  linha  o  iioí-so  Traité  des  courhes  spéciahs  remar 
quables,  planes  et  gaúches.  Coiínbre,  1908,  pag.  153. 
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cylindro  que  passa  pelo  centro  da  esphera  e  sobre  a  recta  que  liga 
o  centro  (resta  secção  com  o  centro  da  esphera,  e  o  modulo  é  egual 
a  a\/'í. 

No  caso  de  ser  {a  —  ^)-  =  c^,  a  transformada  reduz-se  a  uma 
cónica. 

Consideremos  em  particular  o  caso  em  que  a  superfície  do 
cylindro  passa  pelo  centro  da  esphera.  Teniíjs  então  6  =  c,  e  a 
curva  que  resulta  da  intersecção  das  duas  superfícies  é  uma 
cyclo-cylindrica.  A  equação  precedente  reduz-se  é  seguinte: 

(2)  {Ib  -  a)  (X-  +  />*j  =  2«3  (X^^  -  Z2)  +  «*(«  +  1b)  , 

que  representa  uma  oval  de  Cassim  ('). 

Logo  as  curvas  cyclo-cylind ricas  são  linhas  inversas  das  ovaes  de 
Cassim. 

No  caso  de  ser  1b  =  a,  esta  equação  reduz-se  á  de  uma  hy- 
perbole  equilátera.  No  caso  de  ser  a  =  —  2/»,  temos  a  lemniscata 
de  Bernoulli.  Nestes  casos  a  esphera  e  o  cylindro  são  tangentes, 
e  a  linha  de  intersecção  é  a  curva  de  Viviam. 

A  equação  polar  da  oval  de  Cassim  representada  pela  equa- 
ção (2)  é  ' 

n  n  =  -—— — , 

Ib  -\-  a 

I       «3 

e  a  distancia  dos  poios  ao  centro  é  egual  a  1/  -— . 

V    2í>4-« 

Como  consequência  do  theorema  que  vimos  de  demonstrar 
e  das  propriedades  da  transformação  por  raios  vectores  recipro- 
cos,  oblem-se  a  propriedade  seguinte  da  curva  cyclo-cvlindrica : 

A  curva  tem  quatro  focos,  dois  colocados  sobre  o  plano  zy  e 
dois  sobre  o  plano  xy.  O  producto  das  distancias  de  um  ponto  da 
curva  aos  focos  situados  7io  plano  zy  é  proporcional  ao  quadrado 
da  distancia  do  mesmo  ponto  ao  ponto  (O,  — a,  0),  Os  focos  si- 
tuados no  plano  xy  e  o  ponto  (O,  a,  0)  gozam  de  uma  proprie- 
dade análoga. 

No  caso  de  o  cylindro  ser  tangente  á  esphera,  mas  não  passar 
pelo  centro,  temos  c  — a  +  ^,  onde  ^>0,  e  a  equação  (1)  re- 
duz-se ás  seguintes: 

b  (X2  +  Z»)2  =  flS  (a  _  ^)  /}  _  «2^x2  , 
{a  —  b)Z^  —  b\^  =  ab'i. 


(')   Traité  des  courbes,  etc,  pag.  165. 
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A  curva  é  chamada  neste  caso  kippopeda  de  Eudosso,  e  por- 
tanto esta  curva  é  inversa  de  uma  lemnhcata  hyperbolica  (*),  (juando 
o  centro  de  inversão  é  diametralmente  opposto  ao  ponto  de  con- 
tacto da  esphera  e  do  cylindro,  e  é  uma  hyperbole  quando  o  centro 
de  inversão  coincide  com  o  ponto  de  contacto  das  duas  superfícies. 

Demonstrou  M.  Newensgi.owski  nos  Annales  de  VÈcole  Normale 
Supérieure  de  Paris  (1873,  pag.  1  iH)  que  a  somma  e  a  diíTe- 
rença  de  dois  arcos  convenientemente  escolliidos  da  transfor- 
mada de  uma  oval  de  Cassim  podem  ser  expressas  por  um 
integral  elliptico  de  terceira  espécie.  Do  que  vimos  de  dizer 
conclue-se  que  as  linhas  que  gozam  d'esta  propriedade  são  as 
curvas  cyclo-cylind ricas. 


(*)  Lgc.  cit.,  pag.  185. 
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POR 


Gonçalo  Sampaio 


Iam.  I  —  RANUXCULACEAE,  Juss. 


1,   CLÉMATIS,  Rupp. 

1.  C    vitici^^la,    Lin. —  Entre    Santarém    e    Tancos,    na 

marg^eni  do  Tejo  (ex  Brotero  in  Fl.  lusit.  n,  359). 

var.  vampanífióra  (Hrot.).  (>.  canipaniflora,  Brot.  in 
Fl.  lusit.  II,  o;")!)  et  in  Phyt.  lusit.  i,  198,  tab.  81. — 
Desde  o  Minho  e  Traz  dos  Montes  ao  Algarve. 

2.  C  íltlmnivila,  Lir..;  Brot.   in  Fl.  lusit.  ii,  358.  —  Al- 

garve. 

var.  maritima  (Lin.);  Mari/,  in  Boi.  Soe.  Brot.  iv,  103. 


3.  C  vitãlba,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  u,  3^8.  —  Desde  o 
Minho  e  Traz  dos  Montes  ao  Alcintejo.  Vulg.  Cipó  do 
reino.  Vide  branca. 

i.  C  eii-i*lió?<;i,  Lin.;  Mari/  in  Boi.  Soe.  Brot.  iv,  102. 
- — AljjMrve  e  Baixo  Aleuitejo  littoral  (n.  v.). 


2.  THALICTRUM,  Tour 


5.  T.  flávum-  Lin 


raç.  ji^laucaiii  (Desí.)  —  Th,  glaucuni,  Desf. ;  J.  Henriq. 
in  Exp.  scient.  124;  Th.  flavum  Brot.  in  Fl.  kisit.  ii, 
358. — Todo  o  paiz.  Vulg.  Thaliclro,  Ruibarbo  dos 
pobres. 

6.  T.    mínus,    Lin.;    Mariz   in  Boi.   Soe.  Brot.  ii,    104. — 

Villa  Velha  do  Ródão,  Fonte  das  Virtudes,  na  margem  do 
Tejo  (n.  V.). 

3.  ANEMÓISE,  Tour. 

7.  A.  ti^ifólia,  Lin.-,  Mach.  in  Cat.  met.  3;  A.  albida,  Ma- 

riz, in  Boi.  Soe.  Brot.  i\ ,   101,  tab.  ii. — Desde  o  Minho 
ao  Douro  littoral. 

Brotero,  na  Fl.  lusit.  ii,  362,  indica  a  A.  iiemoroi^a  entre  Louzã 
e  Miranda  do  Corvo  e  outras  localidades  da  Beira.  Esta  espécie,  porém, 
não  tem  aparecido  modernamente  no  paiz,  sendo  provável  que  a  citação 
do  nosso  botânico  antes  se  retira  á  A.  trifólia,  que  nào  é  rara  ao  norte. 

8.  A^.  coronária,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  362. 

raç.    cyánea   (Ris.)  —  Lisboa,    naturalisada    nas    vinhas. 
Vulg.  Anémona,  Anémola. 

9.  A.  palméita,  Lin.;  Broi.  in  Fl.  lusit.  ii,  362.  —  Desde 

o  Douro  ao  Algarve. 


4.  ADONLS,  Rupp. 

10.  A.  polymórplivis,  /um.;  A.  anniia,  Brot.  in  Fl. 
lusit.  II,  376,  non  Mill.  Vulg.  Adónis,  Gola  de  sangue. 
Olho  de  perdiz. 

raç.  antniiiiiális  (Lin.);  A.  baetica,  Mariz  in  Boi.  Soe. 
Brot.  IV,   100,  non  Coss.  —  Extremadura  e  Alemtejo. 

raç.  microcárpa  (DC);  A.  denlala,  Mariz  in  liol. 
Soe.  lirot.  IV,  100,  non  auet.  gall.  —  Desde  a  Extre- 
madura ao  Algarve. 
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5.  RANUNCULUS,  Tour. 

11.  H,.  trichopli^^^llu-S,  Chaix.;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot. 

IV,  89;  I\.  pantothrix,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  375.  —  Extre- 
madura. 

raç.  paucistamínens  (Tausch.) — Desde  Traz  dos  Mon- 
tes ao  Alto  Alenitejo. 

12.  R,.  d-iversifolius,  Gilb.-,  R.  aquatilix,  Lin.  in  sensu 

auct.  niult.  non  Brot.;  \\.  pcltatus,  Schrank.  —  Baixo 
Alemtejo  (raro). 

13.  !R.  confiisii.S5  Godr. ;  B.  heterophyllus,  Brot.  in  FI. 

lusit.  II,  374;  K.  peltatus,  ÍMariz  in  Boi.  Soe.  Brot,  iv,  87 
non  Sehrank  +  B.  pseudofluitans,  Mariz  non  Hiern.+ 
B.  Baudoti,  Mariz  non  Godr. 

rae.  Brotéri,  Sainp.  —  Desde  o  centro  ao  sul  do  paiz. 
raç.    oc'oi(lcii(nli»!i,   Samp. — Desde    o    Minho    ao    Al- 
garve, 
raç.  algarviensis,  Samp.  —  Algarve, 
raç.  leonliueiisis  (Freyn).  —  Baixo  Alemtejo. 

li.  li.  triparti tus,  DC;  Mach.  in  Gat.  inet.,  4. — 
Desde  o  Minho  á  Extremadura. 

raç.  lusitánicns  (Freyn);  B.  lusitanicus,  Freyn  in  Flora 
n."  2.  —  Desde  a  Serra  dArga  á  Serra  da  Èstrella. 

raç.  ol)tU!!>itoIiaM,  DC;  B.  hololeueus,  Lloyd ;  Maeh. 
in  Cat.  niet.  4.  —  Desde  o  IMinho  á  Serra  da  Èstrella. 

Esta  espccie  e  a  precedente  apresentam  com  frequência  formas  ter- 
restres e  aquáticas  muito  distiuctas,  mas  completamente  instáveis  no 
mesmo  individuo. 

15.  !R<.  Lenornislnciii,  Sehultz. ;  Mariz  in  Boi.  Soe. 
Brot.  IV,  85;  B.  hederaceus,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  374. — 
Desde  o  Minho  ao  Alemtejo. 

raç.  lutarias  (Rev.)  —  Desde  o  Minho  ao  Alemtejo. 

!().  R-.  heclertVcens,  Lin.;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  iv, 
85.  —  Desde  as  Beiras  ao  Aieintejo. 

var.  homaophyllus  (Ten.)  —  Douro  littoral. 
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17.  R,.  ficéírisLy  Lin.;   Brot.  in  Fl.    lusit.  ii,   364.   Ficaria 

ranunculoides,   Roth. — Todo  o  paiz.   Vulg.  Ficaria,    Ce- 
lidonia  menor. 

var.  grandiflora  (Borb.)  —  Centro  e  sul. 

18.  !R.  sceleratus,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  373. — 

Entre  Douro  e  Tejo.  Vulg.  Patalou  dos  valles. 

19.  R..  oph.iog'lossiíolius,  Vill. ;  Mach.  in  Cat.  met. 

7.  — Desde  o  Minho  ao  Algarve. 

for.  pusillux  Beg. — Norte. 

20.  !R.    dich-Otomiflórus,   Lag.  •,   Mariz   in   Boi.    Soe. 

Brot.  IV,  95  —  Províncias  do  norte. 

var.  latifolius,  Freyn  in  Mariz,  loc.  cit.  —  Cabeceiras 

de  Basto, 
var.  párvulus,  Samp.  in  excic.  —  Matosinhos. 

21.  ^R.  ílo^mniula,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  365, — De 

norte  a  sul  do  paiz.  Vulg.  Ranúnculo  inflamatório. 

var.  serrátus,  DC.  —  Norte. 

var.  angustifo/ius,  Walr. — Norte  a  sul. 

22.  R,.  gr-amínens,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  n,  365. — 

Alenitejo  e  Algarve. 

var.  luzulaefôlius.  Bois.  —  Com  o  typo. 

23.  R,.  biipleuroides,   Brot.  in  Fl.  lusit.  n,  365  et  in 

Phyt.  lusit.  I,   194,  tab.  79.  —  Desde  o  Minho  ao  Baixo- 
Alemtejo. 

24.  R,.  bu-llátus,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  365. — Desde 

Coimbra  ao  Alemtejo.  Vulg.  Monta  do  outono. 

25.  'Et.  íla,l>ellá,tULi!$,  Desf. ;  R.  dimorphorhizus,  Brot.  in 

Phyt.  lusit.  II,  227,  tab.   180;  H.  chaerophyllus,  DC.  non 
Lin.  —  Quasi  todo  o  paiz. 

var.  comátus,  Link.  —  Desde  a  Beira  ao  Alemtejo. 
var.    subpinnátus,    Freyn  —  De   Traz   dos  Montes    ao 
Alemtejo. 
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var.  /lavéscens,  Freyn,  —  De  Coimbra  ao  Algarve, 
var.  chaerophylloides  (Jorcl.)  —  Do  Douro  ao  Alemtejo. 

26.  Ti^.  Heni^iqiiésii,  Freyn,  in  Flora  i.xiii,  23  4  (an.  1880) 

et  Znr  Ken,  Art.  Gott.  Han.  23,  tab.  n;  B.  rufulus,  Brot.? 
in  Fl.  lusit.  II,  3(!7.  —  Desde  o  Douro  á  Beira. 

27.  lí,.  g"reg*ílri"u.S5   Brot.   in  Fl,  lusit.  ii,  369,   non  DC. 

nec.  Freyn.;  Sainp.  in  Bui.  Soe.  Port.  Sc.  Nat.  i,  fase.  2; 
R.  olysiponensis,  Pers. ;  B.  Holianus,  Rechb.;  B.  subor- 
biculalus,  Freyn.  —  Desde  o  Douro  ao  Alemtejo. 

var.  escurialenm  (Bois.  et  Reut.);  R.  escurialensis, 
Bois.  et  Reut.;  J.  Ilenriq.  in  Exp.  Scient.,  123. — 
De  Traz  dos  Montes  á  Beira. 

28.  R,.  iiigT*ésceníi?5  Freyn,    in  Prod.  Fl.   Hip.  Willk  et 

Lge.  III,  921;  Willk.  in  IIÍ.  Fl.  Ilisp.  28,  tab.  18.— Desde 
o  Minbo  á  Beira  (nas  altas  montanbas). 

29.  H.  bulbô^siTs,  Lin. 

raç.  AUeae  (Willk.);  B.  Alleae,  Willk.;  Manz  in  Boi. 
Soe.  Brot.  iv,  97.  —  Desde  Bragança  ao  Alemtejo. 
var.  flentatus,  Frevn. — Traz  dos  Montes  e  Beiras, 
var.  laciniatun,  Freyn.  —  Serra  de  Montesinho. 

30.  !R.  Brotéri,  Freyn  (an.  1880);   B.  adscendens,   Brot. 

in  Phyt.  lusit.  ii,  229,  tab.  181,  non  in  Fl.  lusit.  —  Desde 
a  Extremadura  ao  Algarve. 

var.  granílifólius,  Freyn.  —  Alemtejo  e  Algarve. 

31.  lEL.  acisflcónclerissi,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  370,  non  in 

Phyt.  lusit.  —  Todo  o  paiz. 

var.  ninrptiátuíí,  Freyn.  —  Algarve. 
var.    ^aí/icicus    (Frevn);    B.    occidentalis,    Frevn    in 
Prod.  Fl.  Hisp.  Willk.  et  Lge.  iii,  931.  — Norte. 

Entre  os  R.  Alleae,  R    Ih-otcri  o  R.  adscendens  ha  formas  ambíguas, 
cuja  classificação  c  um  pouco  arbitraria. 

32.  R,.  répensí,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  366   — Todo  o 

paiz. 

for,  itiaci  ophyllux,  Frevn. — Norte. 

Com  o  nome  Ac  JSolão  de  oiro  é  frequentemente  cultivada  nos  jardins 
uma  variedade  d'e8ta  espécie  com  flores  dobradas. 


41 


33.  JEt.  muricátU-S,  Lin.-,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  373. 

var.   lusitanicus,    Sanip.  —  Todo    o    paiz.    Vulg.   Bu- 
galho. 

34.  Pt.    arvénsis,    Lin.;    Brol.    in    Fl.    lusit.    ii,    373. — 

Quasi  todo  o  paiz, 

35.  TEt.  sar-d-oiis,  Crtz. 

raç.  trilóba^  (Desf.);  R.  trilobus,  Desf. ;  Mariz  in  Boi. 
Sof.  Brot.  IV,  97;  R.  sardous,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii, 
371. — Todo  o  paiz. 

36.  !R.  pai^villórris!»,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  371. — 

Desde  o  Minho  ao  Alemtejo. 

var.  subapétalus.  Gr.  —  Almeida. 

Nos  jardins  é  ft"equentemonte  cultivado  o  R,  a^iatico^,  Lin.  com 

flores  dobradas  e  de  cores  diversas. 


6.  CALTHA,  Rupp. 

37.  C    palvÍ!<ti*is5    Lin.;    Brot.    in    Fl.    lusit.    ii,    377. — 

Desde  o  Minho  á  Beira. 

var.  comuta  (Schot.j — Castro  Laboreiro. 

7.  HELLÉBORUS,  Tour. 

38.  H.  íbetidus,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  n,  SOL — Desde 

Traz  dos  Montes  ao  Alemtejo.   Vulg.   Erva  besleira^  Erva 
dos  besteiros. 

8.  MGÉLLA,  Tour. 

39.  IV.   damascêna,  Lin.;   Brot.   in  Fl.  lusit.  ii,  334. — 

Desde  Traz  dos  Montes  ao  Algarve.  Vulg.  Barbas  de  velho. 

for.  minor.  Bois.  —  Sul,  com  o  typo. 

40.  iV.  g-állica,  Jord. 

var.    divaricála,    Brand.;    >.    arvensis,    Brot.    in    Fl. 
lusit.  II,  334,  non  Lin.  —  Alto  Douro. 
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41.  IV.  Ilispâ^nica,,  Lin.-,  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  iv,  106, 
Desde  o  Alenitejo  no  Alí^ai've. 


9.  AQUILEGIA,  Tour. 

42.  A.  vu-lgráris,  Lin. 

raç.  dícbroa  (Freyn);  A.  dichroa,  Freyn  in  Flora 
(an.  1880);  A.  vulgaris,  Brot.  +  A.  viscosa,  Brot.  in 
Fl.  Iiisit.  II,  333.  — Norte  do  paiz. 

for.  Molleriana  (Borb.)  —  Serra  da  Estrella. 


10.  DELPHINILM,  Tour. 

43.  II>.    consolida,   Lin.;   Brot.  in   Fl.  lusit.  ii,    302. — 

Alenitejo  e  Aly^arve  (raro).  Vulg.  E>^poras  bravas,  Consolda 
real  (n.  v.). 

44.  O.  pnbéscens,  DC. 

raç.  liOi^cósi  (Costa):  Rouy  et  Fouc.  in  Fl.  Fr.  i.  130. 
—  Extreniadura  e  Alemtcjo.  (ex  P.  Cout.  in  litt.). 
\  ulg^.  Esporas  bravas,   Consolda  real  (n.  v.). 

45.  I>.  -Ajãcis,  Lin.;    Brot.    in  Fl.    lusit.  ii,   302.  —  Culti- 

vado e  subespontaneo  em  varias  localidades.  Vulg.  Espo- 
jas,  Consolda  real. 

raç.  bispánieum  (Williv.);  J.  lienriq.  in  Exp.  Scient., 
'l 24.  — Beiras  (n.  v.). 

46.  r>.  peregrínu-iTi,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  303. — 

Da  Beira  ao  Algarve.  Vulg.  Esporas  bravas. 

raç.  haltcrátuni,  Sm.  et  Siblh. 

var.    verdunense   (Balb.) ;    D.    cardiopetalum,    DC. — 

Norte  e  sul. 
var.  longipes  (Moris).  —  Centro  e  sul. 

41.  1I>.  staplijysslgfria,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  u,  304. 
—  Desde  o  Alto  Doui'o  ao  Alemlejo.  Vulg.  Paparrax, 
Erva  piolheira. 

48.  r>.  pentágynLini,  Desf.  in  Fl.  At.  tab.   111;   Brot. 
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iii  Phyt.  liisit.  fase.  1.°  (edic.  an.  1800)  tab.  viii. — Desde 
Coimbra  ao  Algarve. 

II.  ACÓMTUM,  Tour. 

49.  -A.,  napéllns,  Lin. 

rac.  In«iitáiiioam,  Rouy;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  iv, 
111;  A.  panicuiatuni,  Mach.  in  Cat.  met.  12,  non 
Lamk. — Traz  dos  Montes.  Vulg.  Acojiito. 

12.  PCEÒNIA,  Tour. 

50.  í*.    iiiílsíc«.la  (Lin.)   Desf. ;    P.   officinalis,   Brot.  in  Fl. 

lusit.  n,  299.  Vulg.  Peonia,  Rosa  albardeira. 

raç,  Inii^itáiiiea   (Mill.)-,    P.    Bioteri,   Bois.   et  Reut. — 

Desde  Traz  dos  Montes  ao  Algarve, 
raç.   ovatifólia  (Bois.  et  Reut.);    P.    Broteri   y-  ovati- 

folia,  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  iv,  112.  —  Castello  de 

Vide. 

51.  t*.  femínea  (Lin.)  Desf. — Vulg.  Peonia. 

raç.  húmilis  (Retz.);  P.  miorocarpa,  Bois.  et  Reut.; 
Mach.  in  Cat.  met.,  12;  P,  peregrina  y«  leiocarpa, 
Coss.  —  Ribeira  de  Niza  (n.  v.). 


l  AM.  II  —  BERBERACEAE,  Lindley 

13.  BÉRBERIS,  Tour. 

52.  13.  VTi.lg"iiris,  Lin.;  Brot.  in  Fl,  lusil.  i,  556.  —  Sub- 
espontanea  em  varias  localidades  do  norte.  Vulg.  Btrbe- 
ris,   Cva  espim. 


Fam.  III  — XY3IPHEACEAE,  Salisb. 

14.  NYMPHÂEA,  Tour. 

53.  IV.    alba,    Lin.;    Brot.   in  Fl.    lusit.  n,    283.  — Do  Alto 
Minho  ao  Alemtejo.  Vulg.  Golfo  branco,  Boieira  branca. 
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15.  NÚPTTAR,  Sm.  et  Sibth. 

51.  ]V.  Ivítenni  (Lin.)  Sm.  ot  Sibth.;  Nymphaea  lutea, 
Lin;  Brot.  in  V\.  lusit.  ii,  283.  — Do  Alto  Minho  ao  Alem- 
tejo.    Vulg.    Gd/fo    amarello,    Boieira    amarella.    Figueira 


d' agua. 


var.   punctatum,    Cout.  in  Boi.   Soe.  Brot.  x,  90. — 
Coimbra  (S.  Facundo). 


Iam.  IV  — PAPAAERACEAE,  Juss 


IG.  PAPAYER,  Tour. 

55.  i*.    soiTinífeniiii,   Lin.;   Brot.   in  Fl.  lusit.  ii,  254. 
Vulg.  Papoila,  Dormideira. 

raç.  sctígeriini  (DC);  P.  Cout.  in  Boi.  Soe.  Brot. 
X,  48.  —  \  árias  localidades,  desde  o  Douro  ao  Al- 
garve. 

raç.  hortense  (Huds.);  P.  somniferum  |3.  glabrum, 
Bois.;  P.  (^out.  in  loc.  cit.  —  Cultivada  nos  jardins 
e  subesj)ontanea  ás  vezes. 

raç.  oflioiíiále  (Gmel.);  P.  albuni,  Mill.  in  Dic.  Jard. 
—  Pouco  cultivada. 

5().  P*.   rlioeas,  Lin.;    Brot.   in  Fl.    lusit.   ii,   253.  —  Quasi 
lodo  o  paiz.  Vulg.  Papoila  dos  campos,  Papoila  das  searas, 

var.  cereále  (Jord.)  —  Do  Douro  ao  Algarve, 
var.  intermidium  (Beck.)  —  Do  Douro   ao  Algarve, 
var.  caudatifólium  (Timb.)  —  Do  Douro  ao  Algarve. 
raç.  strigúsuni   (Boen.);   P.   Cout.   in  liol.   Soe.  lirol. 
X,  -4  5. — Do  Douro  á  l^xtremadura. 

57.  I*.  d.iil:>ivini,  Lin.;  Biot.  in  V\.  lusit.  ii,  253.  —  Ouasi 
todo  o  paiz.  —  Vulg.  Papoila  longa. 

laç.  oollíiiuiii  (Bog.)  —  Desde  o  Douro  ao  Algarve, 
var.  Lamotlei  (lior.)  —  Do  Douro  ao  Algarve, 
var.  modestum  (Jortl.j  —  Do  Douro  ao  Algarve. 
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raç.  Lecóquii  (Lamt.);    V.  Coiit.    in  Boi.   Soe.    Brot. 
X,  48. — Arredores  de  Lisboa  (n.  v.). 

Esta  espécie  e  a  precedente  cruzam-se,  quando  vivem  ein  mistura, 
dando  origem  ao  hybrido  P.  «labium  X  rlioeas,  cujos  caracteres 
sào  bastante  variáveis  de  individuo  para  individuo. 

58.  "E*.    liís^pidum,    Laink.;    P.   hybriduni,  l.in.;   Rrnt.  in 

Fl.  lusit.  II,  253.  —  Desde  Traz  dos  Montes  ao  Algarve. 
Vulg.  Papoila  pelluíla. 

59.  r*.  argemóne,  Lin.;  J.  Hcnriq.  in  Exp.  Scient.  120. 

Desde  o  Douro  á  Beira  Baixa. 

var.  glábrum,  Kock. — Douro  (rara). 

17.   GLAUCIUM,  Tour. 

60.  Gr.  flávrim,  Criz.  in  St.  Aust.  (an.  1769)-,  G.  luteiim, 

Scop.  in  Fl.  Car,  ed.  2.^  (an.  1772).  Clielidoniuni  glau- 
cium,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  255.  —  Costa  maritima, 
do  Minho  ao  Algarve.  Vulg.  Papoila  pontuda. 

for.  vestilum  (Lge.)  —  Aqui  e  ali. 
for.  glabratum  (Lge.)  —  Aqui  e  ali. 

61.  Gr.  cornicLilã-truii  (Lin.)  Curt.;  Mach.  in  Cat.  met. 

125;  Chelidonium  corniculatum,  Lin. 

var.  phoeniceum  (Crtz)  —  Desde  o  Alto  Douro  ao  Al- 
garve. 

18.  CHELIDÓMLM,  Tour. 

62.  C  májvTS,  Lin.;  Brot.  in  Fl,   lusit.  ii,  255.  —  Desde  o 

Minho  ao  Algarve.  ^  ulg.  Celidonia,  Cerúda,  Erva  ando- 
rinha. 

Fam.  V  —  FUMARUCEAE,  DC. 

19.  HYPECÓUM,  Tour. 

63.  H.   pr*ocu.ml>ens,    Lin.;  Brot.  p.  p.  in  Fl.  lusit.  i, 

209.  —  Algarve,  nos  areaes  niaritiinos. 

var.  glaucescens  (Guss.)  —  Algarve. 
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64.  H.  eequilóbiTm,  Viv.  in  Fl.  Lyb.  7,  tab.  3  (an.  1824)'. 

H.  granclifloniui  Benlh.  in  Cat.   Pyr.  (an.  1820);  Mariz  in 
Boi,  Soe.  Brot.  vii,  74.  —  De   Ira/  dos  Montes  ao  Algarve. 

20.   COHYDALIS,  Vent. 

65.  C  Cciva,  (Lin.)  Schwg  et  Koert.;  Fumaria  Ijulbosa,  cava, 

Lin.;    Brot.    in    Kl,    liisit,   i,    590.  —  Serra    de  Rebordãos 
,*•  (Bragança). 

66.  C    clavicviliVta    (Lin.)    DC;    Fumaria    claviculata, 

Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  591. — Desde  o  Minbo  á  Serra 
da  Estiella. 


21.   PLÂTYCAPINOS,  Bernh. 

67.  I*.    spiciítus    (Lin.)    Bernh.;    Fumaria   spicala,    Lin.; 

Brot.  in  V\.  lusit.  i,  591. — De  Traz  dos  Montes  ao  Al- 
garve. 

22.  FUMÁRL4,  Tour. 

68.  F.  capreolíi-ta,  Lin,;  Brot,  jj.  p.  in  Kl.  lusit.  i,  59L 

—  l')es(le  o  Minho  ao  Algarve,  Vulg.  Fumaria,  Erva  viola- 
rinlia.  Erva  ih  Menino  Jesus,  Cal/iarinas  (jueitnaJas. 

var.  pallicliflóra  (Jord.)  —  De  noile  a  sul. 
var.  speciósa  (Jord.)  —  Do  centro  a  sul. 

69.  F*.    rnixivílis,    Sond.;    V.    media,    ílani,   non  Lois, ;  F. 

caprcolata  et  V.  olHcinalis,  Brot.  p.  p,  in  loc.  cit, ;  F.  ca- 
])reolala,  ,3.  Bastardi,  Mach.  —  Todo  o  paiz.  Vulg.  Fuma- 
ria, Erva  niolarinha,  Salta-sebes ,  Mafa-fogo,  Erva  do  Me- 
nino Jesus,  Catharinas  queimadas. 

var.  serolina  (Gus.);  F.  muralis,  [1  Bastardi,  P.  Cout. 

in  Boi.  Soe.  Brot.  x,  63.  —  Do  IMinho  ao  Algarve, 
var,  vãgans  (Jord.);  F.  muralis   f  Boraei,  V.  Cout.  in 

Boi.  Soe,  P.rot.  x.  63.  —Norte  a  sul, 

70.  F.   ag"i*iii*ia5   Lag,;  Mach,  in  C>aL  met.   127;  F.  offici- 

nalis  Brot.  p,  ]),  in  l'l,  lusit.  loc,  cit. — Desde  a  Extre- 
maduia  ao  Algarve.   Vidg,  Fumaria  maior. 


71.  F.  ofHcinális,  Lin,;  Hrol.   p.  p.  in  Fl.  lusit.  lí,  590; 

Macli.  m  Cat.  Met.,   127. — De   Traz   dos    Montes  ao  Al- 
garve. Vulg.  FuJ7iaria,  Erva  molarinha. 

var.  media  (Lois.)  —  Centro  littoral  (n.  v.). 

72.  F,   micrílntlia,    Lag. ;   F.    densiflora,   DC.    (p.  p.); 

P.  Coul.  in  Jiol.  Soe.  Brot.  x,  61.  —  Bragança.  N  ulg.  Fa- 
maria  menor  (n.   v.). 

73.  F.  parviflóra,   Lamk.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  592. — 

De  Tra?.  dos  Montes  ao  Â.lgarve.  Vulg.  Fumaria  menor. 

As  diversas  espécies  de  Fumaria  cruzam-se  não  raras  vezes  entre 
sj,  quando  vivem  junctas,  produzindo  formas  hybridas  muito  variadas. 
E  provavelmente  a  uma  d'estas  formas  que  pertence  a  planta  indicada 
com  o  nome  de  F.  segetalis  pelo  sr.  P.  Coutinho  no  «Boletim  da  Socie- 
dade Broteriana»  x,  pag.  62. 


Fam.  VI  — BRASSICACEáE,  Lindiey 

23.  RÁPHANUS,  Tour. 

74.  R,.  silvéster,  Lamk.;  R.  raplianistruni,  Lin.;  Brot.  in 

Fl,  lusit.  I,  57  i. — Centro  e  sul.  Vulg.  Saramago. 

miorocárpas   (Lge.);   I^.  uiicrocarpus,   Lge. ;  Mariz  in 
Boi.  Soe.  Brot,  iii,  73.  —  Todo  o  paiz. 

O  R,  satí\^â,  Lin.  (Rabanete.)  é  bastante  cultivado  nas  hortas,  em 
duas  variedades. 

24.  BRÁSSICA,  Tour. 

75.  B.  sabu-láma,  Brot.   in   Phyt.   lusit.  fase.  i  (edit.   1.'' 

an.  1800)  pag.  49,  Phyt.  lusit.  i,  pag.  97,  tab.  43;  Sisyni- 
brium  Parra,  Lin.  (?);  B.  sabularia  +  R.  Tournelbrtii, 
Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  iii,  100-101.  —  Quasi  todo  o 
paiz.  Vulg.  Labresto. 

var.  papilláris,  Bois.  —  Cabo  Sines. 

var.  laevígata  (Lag.);  Brassica  laevigata,  Lag. — Minlio. 

76.  B.  ox.vrrhína,  Coss. ;  Willk.  et  Lge.  in  Prd.  Fl.  Hisp. 

ili,  H55.  —  Littoral  do  sul  (n.  v.). 


raç.  iiostál$;'íea,  Smnp.  ia  An.  Sc.  Nat.  x;  Sisym- 
briuin  Pana,  Lin.  (?).  Da  Exlreinadura  ao  Algarve 
(littoral). 

77.  B.  clieiriíntii.s,  VilL^  .1.  Ilenriq.  in  Exp.  Scient.  120. 

—  Desde  o  Minho  ao  Alenitejo. 

rac;.    montána    (DC);    Mariz   in    Boi.    Soe.    Biot.    iii, 

102.  —  Desde  o  Minho  á  Serra  da  Estrella. 
raç.    psencloerucúiiitruni    (Hrot.);    B.    Pseudo-Erucas- 

truni,    Brot.    in    Fl.    Jusit.   i,    581-,    B.    Valentina,    [i. 

pseudoerucastriini,  Mariz  in  BoU  Soe.  Brol.  iii,   101. 

—  De  Traz  dos  Monles  ao  Algarve. 

78.  B.  .Tóhnstoni,  Samp.  in  An.  Se.  Nat,  x  (an.  lí)05); 

B.  Tourneforti  et  B.  cheirantiílora,  Joluiston  in  Calend. 
portuen. ,  non  Gou.  nec  DC. — Areaes  niarilimos,  no 
norte  e  centro  do  paiz. 

79.  B.  nígfi'a  (Lin.)  Koch.;  Sinapis  nigra,  Lin.;  Brot.  in  Fl. 

lusit.  1,  585.  —  Cultivada  e  subespontanea  em  muitas  lo- 
calidades. Vulg.  Mostan/a,  Mostarda  negra. 

80.  B.  sinapíisti^U-in,  Bois.-,  Sinapis  arvensis,  Lin.;  Brot. 

in  Fl.  lusit.  I,   184. — Desde  o  Minho  ao  Algarve. 

var;   Schkuhriana  (Beich.);   Sinapsis  orientalis,  Brot. 
p.  p.  in  loc.  cit.  —  Extremadura  e  Alemtejo. 

81.  B.   iliba    (Lin.)   liois. :    Sinapis  alba,    Lin.;    Brot.  in  Fl. 

lusit.  I,  585.  —  Cultivada  e  espontânea  em  varias  locali- 
dades, de  norte  a  sul.  Vulg.  Mostarda  branca. 

Sào  cultivadas  cm  todo  o  paiz,  com  diflPerentes  raças  e  variedades,  a 
B.  Oleraooa,  Lin.  (Couve),  a  B.  iiapus,  I^in.  (Nabo  e  Couve  na- 
biça) e  a  B.  aií^perilolia,  Lamk.  (Nabo  e  Colza). 


25.   HIBSCHFELDL\,  Moench. 

82.  li.  iiicniia  (Lin.)  Loue;  Sinapsis  incana,  Lin.;  Brot.  in 
Fl.  jlusil.  I,  585;  Erucastinim  incanum,  Koch,  IMariz  in 
Boi.  Soe.  Brot.  III,  103;  Ilirschfeldia  adj^ressa,  Moench. 
—  Quasi  lodo  o  ])aiz. 
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26.  EHUCASTRUM,  Piesl. 

83.  E.  o"btii.S!iing*vi.liTni  (Hall.)  Schleich.;   Rrassica  eru- 

castruni,  Liu.;  Sisymbriuin  obtusanguluin,  ílall.-,  S.  eru- 
castruni,  Brot.  iii  Fl.  lusit.  r,  588.  —  D^sde  o  Douro  ao 
Alenilejo. 

27.  Dlin.OTÁXIS,  DC. 

84.  r>.    ei*ticoide?si    (Lin.)    D(^. ;    Alach.    iu    Cat.    inet.    9, 

Mariz  ia  Boi.  Soe.  Brot.  iii,   104.  — Setúbal  (Tróia). 

85.  13.  teniiifólia  (Liu.)   DC;  Mari/.  iu   Boi.  Soe.  Brot. 

iir,  104;  Sisymbrium  tenuifolium,  Liu.  —  Setúbal  (Tróia). 

80.  II>.    viniínea  (Liu.)   DC;   Maeh.   iu  Cat.   met.   9;  Si- 
symbrium vimineuui.  Liu.  —  Littoral  do  eentro  e  sul. 

for.  co7iferliflóia,  Willk.  - —  Costa  maritiuia  do  eentro. 
for.  integrifólia,  Lge.  —  Arredores  de  Lisboa. 

87.  r>.  virg-iita  (Cav.)   DC;    Maeh.   iu  Cat.  met.  9;   Sina- 

pis  virgata,  Cav.  —  (>eutio  e  sul  do  pai/. 

raç.    vicentina   (Welw,);    Diplotaxis   viceutina,   Welw. 
in  herb.  Esc.  Polyt.  Lisb. — Areaes  luaritimos  do  sul. 

88.  r>.    cathôlicíi    (Liu.)    D(].;    Sisymbrium   eatliolieum, 

Lin.,  Brot.  iu  Fl.  lusit.  i,  587.  — Quasi  todo  o  paiz. 

var.  bipinnatífida,  Kze. — IVorte  a  sul. 


28.  ERUCA,  Tour. 

89.  E.    satíva,    Mill.;    Brassiea    eruca,    Liu.;    Brot.   in  Fl. 
lusit.  I,  581.  —  Margens  do  rio  Douro.  Vulg.  Eruca. 


29.   HESPERLS,  Tour. 

90.  II.  laciíiiiita.  Ali.;  J.  Daveau  iu  Boi.  Soe.  Brot.  viir, 
GO.  —  Serra  de  Monte  Junto  (n.  v.). 

VoL.  IV  —  N."  1  4 
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30.  MALCOUIIA,  W.  Br. 


91.  JVI.   parviílór^a,    DC;    Mach.    in    Cat.    met.    5. — 

Arcaes  marilimos,  desde  o  rio  Minho  ao  Mondego. 

92.  r>.   marítima  (Lin.)  \\.  Br.;  Chciranthus  mariíimus, 

Lin.;  Hesperis  niaritinia,  Lamk..  Brot.  in  FI.  lusil.  r,  576. 

—  Cultivada  nos  jardins  e  subespontanea  nos  areacs  ma- 
rilimos do  centio. 

93.  I\I.  littórea  (Lin.)  B.  lir. ;  Cheiranllius  litloieus,  Lin.; 

Hesperis  littorea,    Lamk.;   Brot.  p,  p.  in  Fl.  lusit.  i,  577. 

—  Areaes  maritimos  de  todo  o  pai/. 

for.  ab/ssoules  (DC). — Norte  a  sul. 

íbr.  sinuata,  Bouy  et  Fouc.  —  Norte  a  suK 

94.  IVr.  pátula  (Lag.)  DC;  .L   Ilenriq.  in   Boi.   Soe.  Brot. 

II,  IGl;  y\.  littorea,  var.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  577. — 
Enlre  Douro  e  Tojo,  nos  areaes  e  terrenos  arenosos  do 
interior. 

95.  JVr.  gfracílima,    Samp.  in  Cat.  Ass.  Pyr.  (an.  1907). 

Distincla  da  precedente  pela  i'aiz  perenne,  grossa,  eauli- 
forme,  pelos  ramos,  pedieulos  e  fructos  mais  ténues, 
pelas  folhas  ás  vezes  ovaes  e  trilobadas  e  pelas  se- 
mentes orl)ieulai"es.  - — Areaes  maritimos  do  Baixo  Alem- 
tejo. 

96.  IM".    lacera    (Lin.)    DC;    Cheiranthus    lacerus,    Lin.; 

IIespc!Ís  iaícra,  I>amk.,  Brot.  in  Fl.  lusil.  i,  577.  —  Da 
Extremadura  ao  Algarve,  nos  terrenos  aicnosos  do  lilto- 
ral. 

3L  MATHIÒLA,  U.  Br. 

97.  ]\I,   inciína  (Lin.)  R.   V>\\\   Cheiranthus  incanus,  Lin.; 

IIe|)eiis  violaria,  Lamk.;  Biot,  in  Fl.  lusit.  i,  577. — Cul- 
tivada e  espontânea  nos  terrenos,  muios  e  rochedos  da 
beira-mar.  Vulg.  Goicciro. 
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98.  IVt.   sinuáta  (Lin.)   I\.  Br.-,  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot. 

III,  90.   Cheiranthus  sinuatus,   Lin.  —  Areaes  niarilimos. 

for.  gíandulóaa  (Vis.)  —  Norte  e  eentro. 

99.  iVr.    ti*ísstis   (Lin.)    B.    Br.;   Cheiranthus   trislis,    Lin.; 

Hesperis  angiistifolia,  Lamk.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  577. — 
Desde  Traz  dos  IMontes  ao  Alemtejo. 

(oi\   <^lan(/ulósa,  Samp.  —  Douro  (com  o  tvpo). 

100.  3J.  par*viílôr*a  (Scliomb.)  R.  Br.;  Mariz  in  Boi.  Soe. 
Brot.  III,  91 ;  Clieirantluis  parvifloius,  Sehonib,  in  Schrad 
journ.  IH,  369. — Algarve  (entre  Loulé  e  S.  João  da 
Venda)  (n.  v,). 

Nos  jardins  cultiva-se  a  ^í,  áuiina  (Lin.)  Savet.  vulgarmente  cha- 
mada Quarentena. 


3-2.   CHEIBAISTHUS,  Lin. 

101.  C    fruticnlósmiís:,    Lin.  —  Naturalisado   de  norte   a 

sul,  nos  muros  velhos  e  rochedos  (raro). 

rac.  cheíri  (Lin.);  Cheiranthus  cheiíi,  Lin.;  Brot.  in 
Fl.  lusit.  j,  57G.  —  Cultiva-se  nos  jardins  com  diffe- 
rentes  variedades.  Vulg.  Goiveiro  amarello. 

33.  ERYSLMUM,  Lin. 

102.  E.  liniíóliiim  (Pers.)  Gay. ;   Mach.  in  Cat.  met.,  27. 

Chiranthus  liniíolius,  Pers.  —  Desde  Traz  dos   Montes  á 
Serra  da  Estrella. 

103.  E.    canéscens,    Koth.;    E.    vir-^atum,    Brot.    in    Fl. 

lusit.  I,  575,  non  Roth. ;  E.  australe,  Gay,  J.  Henriq.  in 
Exp.  Scient.   119.  —  Serra  da  Estrella,  Beira  Baixa. 

lOí.  E.    oclii*oléii.c\i.m5    DC.    in  Fl.    de  Fr.   iv,   658; 

J.    Henriq.    in   Exp.    Scient.     119.— Seira    da    Estrella 

(n.  V.). 
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34.  BAmiAI\ÉA,  Beck. 

105.  B.    viTlg"iíi"is,    \\.    Hr. ;    Erysiimim    Barbarea,    Lln., 

Brol.   in  V\.  lusit.  i,  575.  —  Desde  o  Douro  á  Extrema- 
dura.  Vulg.  Krva  de  Sania  Barbava. 

106.  B.  iiitevniédia,  Bor. ;  IMariz  in  Boi.  Soe.  Brot,  iii, 

91.  —  De  Traz  dos  Montes  á  Beira  Baixa. 

vai",  pyicnaica  (Jord.);  B.  sicula,  ,j.  prostrala;  Mariz 
in  Boi.  Soe.  Biot,  vil,  73. — Traz  dos  Montes. 

107.  B.   prcecox  (Sin.)  B.  Br.-,    Maeh.   in  Cat.   mel.  2. — 

Desde  o  Douro  ao  Alemtejo  (n.  v.). 


35.  SISYMBRIUM,  Tour. 

108.  S.  iDolyceriítinm,  Lin.  Broi.  in  Fl.  lusit.  iir,  588. 

—  Exlieniadiira  (raro). 

109.  S.    Laoiíí^cíie,    Amo,    Mariz   in  Boi.   Soe.  Brot.  iii, 

8().  —  Desde  o  Douro  ao  Alenifejo. 

for.  runcinátum  (La^»^.);  S.  runeinatuni,  Lag. — Desde 

o  Douro  ao  Alemtejo. 
íor.    Inrmlum    (Lag-.);   S.   lursutum,   Eag.  —  Com   o 

preeedenle. 

110.  S.  oliiciniíle  (Eiu.)  Scop. ;  Erysimum  oftieinale,  Lin., 

Brot.    in    Fl.    lusit.    i,    575.  —  Quasi  todo  o  paiz.  Vulg. 

Rinclião,  Erva  dos  cantores.   . 

111.  S.  sóiiliia,  Ein.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ],  587. — Traz  dos 

Montes  e  Douro. 

112.  ,*?*.    niistríacíiiiii,   .íacq.,    Mariz   in    Boi.   Soe.  Brot. 

lir,  87.        Entre  Minho  e  Douro. 

rae.  or.yMÍmiloIiniu  (Pour.).  —  Margens  dos  rios  Mi- 
nho e  Douro. 

113.  ^.  írio,  Ein.,  Brol.  in  Fl.  lusit.   i,  588.  —  De  Traz  dos 

Montes  ao  Algarve. 
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114.  S.  Colilmnae,  .lacq.,  Willk.  et  Lj,'c.  in  Pr.  Fl.  Hisp. 
lir,  800.  —  Traz  dos  Montes. 


36.  ALLIAPiIA,  Paipp. 

115.  -A..    ofHcincíli.s,    Anchv,.;     Ilcsperis    alliaria,    Lamk.; 

Brot.    in   Fl.    lusit.    j,    578.  —  De    Traz    dos    Montes   ao 
Alemtejo.  Vulg.  Erva  alheira. 

37.  TURRÍ  lis,  Tour. 

116.  T.  g-lábra,  Lin.  Brot.  iii  Fl.  lusit.  i,  578. — Desde  a 

Serra  de  Rebordãos  á  Serra  da  Estrella. 


38.  ARABIS,  Lin. 

117.  A.  tlialiána,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  570.   Steno- 

phragina  thalianuin,  (^el. — Desde  o  Minho  ao  Aleintejo. 

118.  A.,  piímatífida,  Lamk.;  Arabis  Boryi,  Bois. ;  Mach. 

in  Calen.  met.  3;  Brava  pinnatifida,  Koch,  .1.  Henriq.  in 
Exp.  Sciet.,  119.  —  Do  Marão  á  Lousã  (altas  montanhas). 

119.  A.,    liif.síita,    (Lin.)    Scop.;     Turritis    hirsuta,    Lin., 

Brot.    in    Fl.    lusit.    i,    578.  —  Desde   o    Minho    á   Beira 
Baixa. 

raç.  sagittáta  (DC);  A.  saf^ittata,  DC,  Mariz  in  Boi. 

Soe.  Brot.  111,  93.  —  Bussaeo  (n.  v.), 

120.  A.  stenocárpa.  Bois.  et  Reut.,  IMariz  in  Boi.  Soe. 

Brot.  III,  9i.  —  Serra  de  Rebordãos  (n.  v.), 

121.  A.  lii-Sitánica,  Bois.  in  Diag.  pi,  or.  nov.  iii,  ir.   1, 

20.  —  Arredores  de  Lisboa. 

122.  A.  mvTríílis,  Bert. 

var.    sadina,    Sainp.;    A.    nuiralis,    Mach.  in  Calen. 
met.  3.  —  Entre  Tejo  e  Sado. 
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39.   CARDAMI?íE,  Tour. 

123.  C    i3i*fiténsíiíí!,   Lin.,   liroi.   in   FI.   lusit.    i,    583. — 
Desde  o  Minho  á  Extreinadura.  Vulg.  Cardámine. 

var.  Hayneána  (Wehv.).  —  Noi'te  e  centro  (varias  lo- 
calidades). 

12i.  C  hirsvita,  Lin.,  Brot.  in  FI.  lusit.  i,  583. — Todo  o 
paiz.  Vulg.  Agrião  menor. 

raç.  siliátiea  (Link.);  C.  silvatica,  Link.,  Mariz  in 
Boi.  Soe.  Brot.  III,  94. — Norte. 

40.  NASTÚRTIUIM,  H.  Br. 

125.  IV.   aqniíticimi  (Lin.)  Walilenib.;  Sisynibriuni  Nas 

turtiuni  aquaticuni,  Lin.;  Sisyinbriuni  Naslurtiuni,  Brot. 
in  Fl.  lusit.  I,  587;  Nasturtium  officinale,  B.  Br. — 
Quasi  todo  o  paiz.  Vulg.  Jgriào. 

for.  snfolhim  (Reich.).  —  Aqui  e  ali. 

126.  IV.    íispei*LTm    (Lois.)    Bois.;    Sisynibriuni    asperum, 

Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  588.  —  Desde  Traz  dos  Mon- 
tes á  Beira. 

raç.  Boissiéri  (Coss.);  Nasturtium  Boissieri,  Coss., 
Mariz  in  \\o\.  Soe.  Brot.  Jii,  92. — De  (Coimbra  á 
Extre  madura. 

127.  IV.  silv<vstre  (Lin.)  R.  Br.,  Mach.  in  Calen.  met.,  2-, 

Sisymbrium  silvestre,  Lin.;  Rorijja  silvestiis,  Smith. — 
Desde  o  Douro  ao  Alarve. 

128.  IV.  palíÍstre(Poll.)  DC.;  Sisymbrium  palustre,  I'oll.; 

B()i-ipa  palustris,  Bcss.;  lloripa  nasturlioides,  Spach. — 
IMaryens  do  jío  Douro. 

/il.  RÓBII^A,  Scop. 

129.  li.  ainpliibiii  (Lin.)  Bess.;  Camelina  a(|ualica,  Brot. 

in  Fl.  lusil.  I,  5()i;  Sisymbriniu  ampliibium,  Lin. — 
Desde  Aveiro  á  Fxtremadura. 
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130.  R,.  pyrenaica  (Lin.)  Spach.,  Mariz  in  Boi.  Soe. 
Brot.  VII,  74;  Sisymbrium  pyrenaicuin,  Lin.  —  Desde 
Traz  dos  Montes  ao  Douro. 


42.   CA.MELINA,  Citz. 

131.  O.  silvéstri.s,  Wallr. ;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  iií, 
84;  C.  sativa,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  564,  non  Crtz. — 
Traz  dos  Montes  c  Douro.  Vulg.  Gergelim  bastardo. 


43.  LUNARIA,  Tour. 

132.  L.    rediviva,  Lin.,  Brot.  manuscr.  ex  IMariz  in  Boi. 

Soe.    Brot.    III,    95;    Mach.  in  Calen.   met.  4.  —  Beira  e 
Algarve,  (n.  v.). 

133.  L.    inodora,    Lamk.;    L.    annua,    Lin.;    L.    biennis, 

Moench.,    Mariz   in  Boi.  Soe.  Brot.  lii,  95.  —  Cultivada 
e  subespontanea  (Castello  Branco). 

44.   DRÁBA,  Lin. 

134.  T>.    vérna,    Lin.,   Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  559.  Erophila 

verna,  Mey. 

var.  leptophylla  (Rouy  et  Foue.)  —  De  Traz  dos 
Montes  ao  Algarve. 

135.  r>.  mii.rcílis,  Lin..  Brot,  in  Fl.  lusit.  i,  97. — Desde 

o  norte  ao  eentro  do  paiz. 

45.  ALYSSUM,  Lin. 

136.  A.  campestre,  Lin. 

var.  colinum  (Brot.);  A,  ejlinuni,  Brot.  in  Phyt. 
lusit.  11,  209,  tal).  180;  A.  montanuni,  Brot.  in 
Fl.  lusit.  I,  558,  non  Lin.  —  Desde  Traz  dos 
Montes  ao  Algarve. 

137.  A.  caljyeínu-m,  Lin.,  Sanip.  in  Not.  crit.  i,  10. — 

Traz  dos  iíontes  e  Douro. 
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138.  A.    liíí^iíidniii,    Losc.,    Mariz  in  Boi.   Soe.   Urol.  iii, 

9G.  —  De  Traz  dos  Montes  ao  Algarve. 

for.  granai  eme  (Bois.  et  Beut.). —  Alemtejo. 

139.  A.  alj>ésti'e,  Mn. 

raç.  serpjililolium  (Desf.)-,  V.  serpyllifoliuni,  Dcsf., 
P.  CA)iit.  in  Boi.  Soe.  Brol.  ii,  ÍG2.  A.  alpestre, 
Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  hll  non  Lin.  —  Bragança. 

140.  A..    iiiai*ítiniiim    (Kin.)  Lanik.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i, 

f)58;    Lobularia   niariíimum,  Desv.;   Clypeola    niaritinia, 
Lin. — Do  Douro  ao  Algarve.  Yulg.  yjrafaie  de  prata. 

var.  ílcnsiflórum  (Fge.)  —  Areaes  niaritinios  do  sul. 


40.  COCIILEARTA,  Tour. 

141.  C    í>"líistiíólia,    Lin.,    Brot.    in    Fl.   lusit.   i,  571, — 

(>ultiva(la  e  naluralisada  (Villa  Nova  de  Milfontes). 

Não  existe  actualmente  nas  niur,2:ens  do  rio  Douro,  perto  do  Porto, 
onde  lírotf^ro  a  indicou  como  subesjiontanea. 

142.  O.    (liiniea,    Lin.,    E,  Jolinston  in  Bev,   Soe.  Inst.  do 

l\)rt.    n."    2,    ])ag.    5í)  (an.    1881).  —  Costa  niaritinia  do 
'  norte  e  sul  do  paiz. 

1.43.  C  olÍ!SSÍpoiióii>;i>Í5  l»rot.  in  Fl.  lusit.  i,  571;  C. 
pusilla,  Brot.  in  Phyt.  lusit.  j,  100,  tab.  21.  C.  aeaulis, 
Desf.;  lonopsidiuui  aeaule,  Beeli.  —  Litloial  do  sul. 

A  designarão  binaria  mais  antiga  C.  aeaulis,  Desf.  é  imprópria, 
porque  a  planta  ajiresenta  não  raras  vezes  um  caule  bastante  desen- 
volvido. 

47.  IILITCIIÍNSLV,  B.  lír. 

144.  H,  peti*íX>a  (Lin.)  B.  I>r..  Maii/  iit  l*)()l.  Soe.  i'.rt)t. 
III,  80;  Le|)i(liuni  |)elraea.  Liíi,.  ilrol.  in  Fl,  hisil,  l,  âGG. 
—  Extreniadura  e  Aleintejo. 
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48.   CAPSELLÂ,  Medic. 

145.  C  procvmilíens  (Lin.)  Fries.,  Mach.  in  Calen.  niet. 

10;    Lepidium   procumbens,   Lin.;    Hutchinsia   procum- 
bens,  Dcsv.  —  Algarve,  em  Faro  (n.  v.). 

146.  C  l)ii.r!*a-i>a.stoi*itii  (Lin.)  Moench.;  Thlaspi  bursa- 

pastoris,    Lin.,    Brot.    in   Fl.    lusit,   i,   568. — Norte,  nas 
regiões  elevadas.  Vulg.  Bolsa  de  pastor. 

raç.  rabella  (Reut.)  —  Abundante  em  todo  o  paiz,  de 
norte  a  sul. 

A  XC.  gráoili*»,  Gren.  —  forma  estéril  que  resulta  do  cruza- 
mento da  C.  bursa-pastoris  typica  com  a  raça  ruhella  —  encontra-se 
frequentemente  em  mistura  com  os  productores,  nos  concelhos  de  Bra- 
gança, Montalegre,  Trancoso,  etc. 

49.  THLÁSPI,  Tour. 

147.  T.    perfoliátiim,    Lin.,    Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  568. 

—  Desde  Traz  dos  Montes  ao  Alemtejo. 

148.  T.    monttínvTrxi,    Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  569.  — 

Ao  norte  de  Traz  dos  Montes  (n.  v.). 


50.    rEESDÁLL\,  R.  Br. 

149.  T.  lepidium,  DC;  Lepidium  nudicaule,  Lin.,  Brot. 

in  Fl.  lusit.  I,  566.  —  Desde  Traz  dos  Montes  ao  Algarve. 

150,  T.  iii.id.icaii.lis  (Lin.)  R.  lir. ;  Ibsris  nudicaulis,  Lin., 

Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  570;   Tecsdalia  iberis,  DC.  —  Desde 
o  ^luiho  á  Extremadura. 


51.  IBERLS,  Lin. 

151.  I.  coníérta,  Lag.,  Mach.  in  Calen.  nict.,   13. — Serra 

da  Estrclla,  nos  logares  altos. 

152.  I.    pectintita,    liois.   in  Diag.   |)|.  nov.  i,  75;  Willk. 

et   Lge.    in    Prod.    Fl,    Hisp.    m,    768;    Heperis   hirtula, 
Wehv.  —  liaixo  Alemtejo  e  Algarve. 


153.  I,  contríVcta,  Pers. 

raç.    oiliolata   (D(^.);    I.   contracta    p.    ciliolata,    DC. 

in  Ueg.  Vcg.  II,  40r>;  I.  Welwitschi,   líois,   in  Diag. 

pi.  nov.  ser.  2.^  i,  39  ;  I.  liniíblia  Urot.  in  FI.  lusit. 

non  Lin.  —  Alenílcjo  liltoral. 
rac.    lu!>titáiiica    (Jord.);    I.   contracta,    Mariz   in  Boi. 

Soe.    Brot.    III,    77;    I.    Reynevalli,    Mariz?   in   Boi. 

Soe.    Brot.  VII,    73. — Traz   dos  Monles  e  Algarve. 

1.S4.  I.  I^roiti,  Tin.;  I.  sempcrvirens,  ^^  cbb*  in  It.  liisp. 
77.  non  Lin.;  I.  Garrexiana,  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot. 
III,  79;  I.  Tenoreana,  Mariz  p.  p.  in  loc.  cit.  non  DC. 
—  Costa  maritima  do  centro  e  sul. 

var.  Tenoreana  (DC);  I.  Tenoreana,  DC,  Mach. 
in  Calen.  met.  12,  Mariz  p.  p.  in  liol.  Soe.  Brot., 
III,  78;  I.  procunibens,  Lge.,  Mariz  in  loc,  cit.  77. 

Com  a  designação  popular  de  Assembleias  são  frequentemente  culti- 
vadas nos  jardins  a  I.  umbelláta,  Lin.  e  a  I.  aniára,  Lin.  Esta 
ultima  foi  indicada  por  Brotero,  na  Fl.  lusit.  r,  56'J,  como  subespon- 
tanea  em  Collares. 


52.  LEPIDIUM,  Tour. 

155.  L.  satívvim,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  576.  —  Cul- 
tivado e  subespontaneo  em  varias  localidades  do  centro 
6  sul.  Vulg.  Mastfuro. 

15Í).  T^.    canipósti^e   (Lin.)    B.    Br.,    Mariz   in   Boi.   Soe. 

Brot.  III,  82.  —  (^ascaes  (n.  v.). 

157.  T^.    hetei'opli.yllLiilT   (t)C.)   Jienlb.;    Tblaspi   he- 

tcropbvlluin,   D(^.;  T.    cain]K\stre,    Brot.    in   Fl.    lusit.  I, 
568,  non  Lin.  —  Quasi  todo  o  paiz. 

Ir.  cancsccns  (Gr.  et  God.)  —  Norte  e  sul. 

158.  I^.  liíi'ti\iii  (Lin.)  Sniitb.,  Bouy  et  Foucaud  in  Fl.  Fr. 

II,  8i;    rhlaspi  liirtuni,  Lin.  (n.  v.). 

L59.  Tu.  líitiíoliiim,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  567. — 
í^uasi  todo  o  paiz.  N  ulg.  Erva  piíncnleira,  Erva  serra. 
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160.  L.    g-raniiniíólivini,    Lin.,   Mach.   in  Calen,   met., 

11,  —  Centro  do  pai/.. 

161.  L.  ni-cleriíle,  Lin. — Beira  Alta  (Santa   Comba  Dão, 

Celorico  da  Beii'a,  etc.). 

162.  L.    virg"ínicu.iri,    Lin.;  L.  majus,  Darrac([,  —  Nalu- 

ralisado  em  varias  localidades  do  norte  e  centro. 

163.  L.    drcíba,    Lin.,    Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  567.  —  Desde 

o  Douro  á  Extremadura.  Vulg.  Erva  fome. 


53.  ISATIS,  Tour. 

164.  I.  g^laiToa,  Willd.;  L  lusitanica,  Brot.  in  Fl.  lusit,  i, 

560,  non  Lin.;  L  platyloba,  Link  ex  Mariz  in  liol.  Soe. 
Brot.  ii(,  76.  —  Margens  do  rio  Douro. 

54.   CALEPÍNA,  Adans. 

165.  C  Coi*víni  (Ali.)  Desv,;  Crambe  Corvini,  AU,;  Mya- 

grum  iberioides,  lirot,  in  Phyt.  lusit.  fase.  i,  ediç.  1.*, 
pag.  47;  Phyt.  lusit.  i,  75,  tab.  42.  —  De  Traz  dos 
Montes  ao  Algarve. 


55.  NESIJA,  Desv. 

166.  TV.  panicii-lúta  (Lin.)  Desv.,  P.  Cout.  in  Boi.  Soe. 
Brot.  II,  161;  Myagrum  paniculalum,  Lin.  —  Traz  dos 
Montes  e  Beira. 


56.  BLSCUTELLA,  Lin. 

167.  13.  variábilis,  Lois.;  li.  laevigata,  Lin.  p.  p.,  Hroi. 
in  Fl.  lusit.  I,  573;  B.  laevigata  [1  dentata,  Mariz  in 
Boi.  Soe.  Brot.  iii,  77.  —  Desde  o  Douro  ao  Algarve. 

var.  coronopifólia  (Lin.);  Biscutella  laevigata  ■,'  mii- 
bigua,  l\lariz  in  loc.  cit.;  B.  laevigata,  subesj). 
coronopiíblia  +  subesp.    lima,    Rouy    et   Foucaud 
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iii  V\.  Fr.  III.  —  Desde  o  INlinho  e  Douro  á  Extre- 
niadura. 
var.  viacrocãrpa,  Saiiip.  in  lierl).  Ac.  l^olyt.  Port. — 
Siliculas  com  16-18  niilimetros  de  largo;  folhas 
inuilo  profundamente  denleadas. —  Desde  o  Alem- 
tejo  ao  Algarve. 

168.  B.    aui-iciiliitíri,    Lin.,    IJrot.    in    Fl.    lusit.    i,    573; 

Jondraba  sulphurea,  Medik.  —  Ontro  e  sul  do  paiz. 

for.  crigeri folia  (DC);  Bise.  erigerifolia,  DC. — Em 
mistura  com  o  typo. 

57.  CORÓNOPUS,  Rupp. 

169.  C  clídyiTiiis  (Lin.)  Smiili.;  Fepidium  didynms,  Lin.; 

Sencbiera    didynia,    Pers.,    Maeli.    in    Calen.    met.,    10; 
Senebiera  pinnatifida,  DC.  —  Quasi  todo  o  paiz. 

no.  C  pi^ociiiiiberiíis,  Gilib. :  C.  Ruellii,  AU.,  Brot.  in 
l"'l.  lusit.  I,  5()5;  Cocblearia  coronoj)us,  Lin.;  Senebiera 
coronopus,  Poir.  —  Desde  o  Douro  ao  Algarve. 

58.  BÚNIAS,  Lin. 

m.  13.    ei*iTCag"05    Lin.,   IMariz  in  Boi.  Soe.  Bro,  iii,  75. 

var.    áspera   (Retz);    B.    áspera,    Retz,    Brot.    in    Fl. 
lusit.  I,  562.  —  Quasi  todo  o  paiz. 

59.   CRÁMBE,  Tour. 

172.  C  liispánica,  Lin.,  Biot.  in  Fl.  lusit.  i,  563. 

raç.  glabráta  (DC.V,   P.  Cout.  in  Boi.   Soe.   Brot.   ii, 
161.  —  Desde  o  Douro  ao  Alemtejo. 

60.  RAPÍSTRUM,  Tour. 

173.  ~R.   i*iig'osiiiii   (Lin.)   Beig.   IMari/,   in  Boi.   vSoc.  lirot. 

III,  73;  Myagruni  rugosuni.  Lin.  —  Cenli-o  e  sul. 

for.  glaOrum  (Uost.)  —  Com  o  typo  específico. 
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raç.  hispánionm  (Lin.)-,  ^lyagrum  hispanicum,  Lin., 
Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  õ63;  íiapistruni  Linneanum, 
Bois.  et  Reut.,  Mariz  ia  Boi.  Soe.  Brot.  iii,  74. — 
IS'o)'te  e  centro. 


(.1.   CAKILE,  Tour. 

174.  C  mar-ítiiiia,  Srop. ;  C.  Serapionis,  Lob.,  Brot.  in 
Fl.  lusit.  I,  õ(Jl;  Bunias  Cakile,  Lin.  —  Areaes  ma  ri  ti- 
mos.  Vulg.  Eruca  marina. 

var.    hispânica    fJord.);    C.    hispânica,    Jord.  —  Do 
norte  ao  sul  do  paiz. 


Fam.  VII  -  CAPPAJIIDÁCEÁE,  Lindley 

62.  CLÉOME,  Lin. 

175.  C  violíxcea,  Lin.,  Brot.  in  Fl,  lusit.  i,  529. —  Desde 

Traz  dos  IMonles  ao  Algarve. 

63.  CÁPPAKIS,  Tour. 

176.  U.  spinósa,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  256.  —  Culti- 

vada e  subespontanca   no  sul  do  paiz.  Vulg.  Alcaparra. 


Fam.  VIII  —  RESEDACEAE,  DC. 


64.  ASTROCARPUS,  Neck. 

177.  A.  sesanioides  (Lin.),  DC. 

raç.  parpurá«»eens  (Lin.);  Reseda  purpuracens,  Lin., 
Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  307  ;  Astrocarpus  Clusi,  Gay. 
Macb.  in  Calcn.  met.  20. — Todo  o  paiz, 

var.  su\Jrulicónís  (Lge,);  Astrocarpus  suíTrutico- 
sus,  Lo:e.,  P.  Cout.  in  Boi.  Soe.  Brot.  x,  85. 
—  iVorle. 
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var.    spalhuluefólius   (Kev.),    Mach.    in  loc.  clt.  — 

Litloral  do  centro  c  sul  do  paiz. 
var.    coc/ílcarifóliuíi   (Nym.),    Sanip.    in   Not.    crit. 

II-,    Astrocai-pus  coclileariíblius,    Nyni.,   Mach. 

loc.  cit.  —  Areaes  mariliinos  do  sul  (Milfontes). 


G5.   RESEDA,  Tour. 

178.  H-.  pliyteLima,  Lin.,  .1.  Henriq.  in  Boi.  Soe.  Brot. 
II,   1()3. — ^  Margens  dos  rios  Douro,  Guadiana,  etc. 

n9.  R..  médio,  Lag.,  P.  Cout.  in  liol.  Soe.  Brot.  ii,  1G3; 
H.  phyteunia,  Biot.  in  El.  lusit.  ii,  306  non  Lin.;  R. 
macrosperma,  Mach.  in  loc.  cit.  —  Todo  o  paiz. 

180.  lEt.  líitea,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  305;  R.  lutea  et 

R.  cristallina  Mach.  in  Calen.  niet.  19  e  20;  R.  lutea  et 
R.  i-ainosissima,  P.  Cout.  in  Boi.  Soe.  Brot.  x,  78. — 
Desde  a  Exireniadura  ao  Algarve, 

var.  marítima  (Mull.)  —  Littoral. 

var,  rmicronáta  (Tin.) — Centro  e  sul. 

var.  suff/uticulosa  (Mull.)  —  Centro  e  sul, 

181.  Tt.  iliba,    Lin.,    Mach.    in   Calen.    niet.  20. —Setúbal, 

em  Tróia  (n.  v.), 

182.  H.  baetica,  Gay.,  Mariz  in  Boi.  Soe,  Brot.  vii,  75; 

R.  undata  Lin.? —  Vimioso,  nas  pedreiras  de  Santo  An- 
tão (n,  V.). 

183.  R..  virg-ata.  Bois.  et  Reut.,  Mariz  in  Rol.  Soe.  Brot, 

VM,  75;  R.  glauca,  Brot.  in  El.  lusit.  ii,  307,  non  Lin, 
—  Traz  dos  Montes  e  margens  do  rio  Douro. 

184.  li.  lu-tcola,  Lin.,  Brot.  in  El.  lusit.  ii,  305,  —  Quasi 

todo  o  [)aiz.   \  ulg.  Lino  dos  tintureiros. 

var.  Gussonei  (Bois,  et  Reut.)  —  De  norte  a  sul, 

A.  R,  odoráta,  Lin.  vnlíjannonte  cliamadii  Rcséda,  Minhonete  ou 
-'    MitioiuUe,  cultiva-sc  nos  jurdius. 
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Fah.  IX  -  CISTACEAE,  Lindlev 


66.  CISTUS,  Tour. 

185.  C  iilbidus,  Lin.  Brot.  iti  Fl.  lusit.  ii,  252.  — Desde 

o  Douro  ao  Algarve.  Vulg.  Roselha  (jrande. 

186.  O.   polyn:iói-pliULS,   AVillk.,   .1.  Dav.    in  Boi.  Soe. 

Brot.  IV,  37. 

raç.  vlllósus  (Lin.);  (^islus  villosus,  Lin.  — Coimbra. 

187.  C  críspu.»,  Lin.,  Brot,  in  Fl.  lusit.  ii,  258. — Desde 

o  Douro  ao  Algarve.  Vulg.  Roselha. 

188.  O.  monspeliensis,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  260, 

—  Centro  e  sul  do  paiz.  Vulg'.  Sargaça. 

var.  minor,  Willk.  —  Desde  Aveiro  ao  Algarve. 

189.  C  liirs;útii.s,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii.  260;   C.  la- 

xus,  Ait.,  Brot.  in  Phyt.   lusit.  i,   185,  tab.  75.  —  Quasi 
todo  o  paiz.  Vulg,  Sa ganho. 

var.  pumilus,  Dav.  —  Norte. 

190.  C    salvifóliusi,    Lin,,  Brot,  in  Fl.  lusit.  ii,  259. — 

Quasi  todo  o  paiz. 

var.  gramlifólius,  Willk.  —  Sul. 


191.  O.    j>opiTlif(>liui.S5    Lin.,   Brot.   in  Fl,  lusit.  ii,    160. 
—  Desde  o  Douro  ao  Algarve.  Vulg.  Estevão. 

var.  lasiocalix,  Willk.  —  Sul, 


192.  C  lauirifólitis,  Lin,,  J,  Henriq,   in  Boi.  Soe.  Brot. 

II,   160.  —  Bragança,  nos  arredores. 

193.  C  ladaníferLis,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  261. — 

De  Traz  dos  Montes  ao  Algarve. — A  ulgr^  Esteva,  Xará. 

for.  maculàtus,  Dun.  —  Com  o  typo. 
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194.  O.   CUisii,  Dunal,  Dav.   in  Boi.  Sor.   Brot.  iv,  45.— 

Centro  do  paiz  (n.  v.). 

195.  O.    Boui-gaeanns"!,    Coss.,    Maoli.  in  Calen.    niet. 

22.  —  Algarve,  no  lilloral. 

8iío  conhecidas  no  paiz  diffcrontcs  fornias  dos  liybiidos  seguintes  : 
C.  albídus  X  orispiis.  C.  all>i«lu!s  X  snivêfolius.,  C.  albi- 
diis  X  liii-Mutuí^.  C.  populifoliuM  X  sal\  ifolius,  C  iiioiiís- 
pelioiísis  X  sal«  iloliias.  C.  moiispolieiísis  >  liirisutus, 
C  liirsntus  X  «salviíoSiiis,  C  Ilirfsutus  X  ladaiiiíerus, 
C  ladaiiilerus  X  !<ial%  iloliu!!». 

(Continua.) 


EssAi  suR  L'HisToiRE        . .;;:.,;;:' 


DE  LA  GÉOiyiETRlE  DES  COURBÈS  <') 


PAR 


.1   ;;.:vi: 


A.    AUBRY 


Sans  vouloir  faire  de  conjectures  plus  ou  inoins  plausibles 
sur  les  (lébuts  de  la  Géoniétiie,  on  peut  admettre  que,  dans 
sa  période  enipirique,  elle  ne  traitait  que  des  assemblages  les 
plus  simples  de  droites  et  des  ceicles;  cela  surtout  au  point 
de  vue  de  la  décoraiion  des  lemjDles,  des  tonibeaux,  des  ar- 
mes, des  vétements,  des  vases,  etc.  Les  croissants.  les  volutes, 
les  lignes  ondulées,  qu'on  y  voit  traces  en  de  bors  de  toule 
métbode,  n'étaient  que  des  reminiscences  d'objets  oílerts  a 
cliaque  pas  ;i  la  vue  des  preniiers  liomiiics,  par  la  iiatui'e,  au 
conlact  iiitiine  de  laquelle  ils  vivaicnt. 

La  preniière  ligue  géométriípuv  qu'()n  sait  avoir  été  considé: 
rée  après  la  c/roife  et  le  cerc/e,  est  la  qiiadratice  (~i":pa"Ciovi^ooaa), 
iinaginée  par  Hu-pias  en  chercbant  la  solution  du  problème  de 
la  trisection  de  Van^le.  Mais  il  est  à  pj'csuuiei"  qu'avant  cette 
courbe,  il  en  a  été  trouvé  dautres  résullant,  par  exemple,  de 
Tétude  des  mouvenicnts  des  corps  celestes.  La  découverte  des 
rétrogradations  des  planeies  avait  démontré  Timptjssibilité  d'as- 


(')  Ce  irest  qu'un  coup  d"cjeil  d'euscinble.  Poiír  Tótude  et  Tliistoire  par- 
ticulières  de  oluique  courbe,  iious  ne  pouvons  inieux  faire  que  reuvoyer  au 
saviíut  Tratado  de  las  curras,  de  M.  Gomkz  Tkixeira,  doiit  il  a  publié  ré- 
cenunent  le  preinière  partie  traduite  en  franjais  avec  d'iniportantes  addi- 
tions.  Pour  la  bibliographie,  les  précieuscs  Notes  de  M.Bkocakd  sout  tout 
in^iquéea. 

VoL.  IV  —  N.o  2  1 
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similer  leur  trajectoire  à  des  ccrcles,  mème  excentriques;  on 
voit,  chez  Platon,  qu'on  avait  déjà  pense  à  expliquer  cette  ano- 
malie  par  un  trajet  sur  une  certaine  spirale  (Timce)  ou  sur  un 
êpicycle  (Rtp.J.  Celte  dernière  hypothèse  semble  due  aux  Py- 
ihagoriciens.  I^laton  j)arait  niènie  luiie  allusion  ii  daulres  cour- 
bes  connues  de  son  leinps-,  il  est  niènie  vraiseniblable  qu  à  la 
suite  de  Timpulsion  donnée  h  la  science  par  PviHAGonE,  qui  en 
avait  montré  le  vrai  but,  —  non  plus  son  utilisalion  ininiédiate 
aux  bcsoins  de  la  pratique,  mais  son  étude  en  elle-mème  et 
dégagée  de  toute  préoccupation  concrèle,  en  un  niot,  sa  ralio- 
nalisation,  —  les  géoniètres,  en  cliercliant  de  nouvelles  pro- 
priétés  du  cercle,  auront  rencontré,  bien  avant  la  quadratrice, 
diverses  courbes  résultant:  soit  des  inlersections  des  corps 
géométiúques  ou  de  leur  développenient  sur  un  plan,  soit  de 
poinls  se  niouvant  sur  des  droites  mobiles,  soit  des  inlerse- 
ctions de  deux  familles  de  droites.  Dans  ces  deux  dernicrs  cas, 
Tidée  de  reunir,  par  des  ligues  continues,  des  points  obtenus 
d'une  manièie  discontinue,  se  será  préscntée  par  analogie  à 
certaines  constructions  du  ccrclc.  La  méthode  analytique,  créée 
vers  la  mème  époquc,  a  dú  donncr  de  bonue  beure  naissance 
a  ridée  féconde  des  /ieux  gíoi7u'triques,  qui  piéparait  l'avéne- 
ment  de  la  Géomélrie  dApoixoMLs  et  de  Descaries. 

On  peut  ciler,  après  la  quadratice,  les  courbes  \\  double 
courbure  considérées  par  Auchytas  dans  la  solution  du  pro- 
bleme  diUaque  et  (jui  résultaient  des  interseclions  du  cylindre 
x'^-{-y'  =  ax,  du  tore  x--\-i/'-\-z-~aVx--j-y-  et  du  cone 
0'^ {x'^ -\- y- +  z'^)  =  a-x- .  On  liii  altiibue  l'invention  de  V hélice 
conique  et  divers  appareils  ])our  le  trace  des  courbes, 

EcnoxE  a  imagine  |)lusicurs  courbes,  dont  les  noms  de  deux 
sculcment  sont  connus:  jjour  cxpli(|ucr  le  mouvement  des  ])la- 
nètes,  son  /lippopà/e  qui,  d'apiès  Schiapahei.i.i,  serait  linterse- 
ction  d'une  splière  et  d'un  cylindre  qui  lui  est  tangent;  en- 
suite,  pour  la  solution  du  problcme  déliaquc,  sa  kampyle,  que 
P.  Tanneiív  supjiosc  judicicuscmcnt  étre  la  projection  pcos26=l 
de  la  courbe  d' Auchytas. 

La  icmni"(piablc  solution  d'ARinvrAs  fail  penser  que  les  géo- 
mètres  avaient  déja  examine  les  intersections  des  surfaces  élé- 
mcntaires,  el  les  sectiíms  planes  du  cylitídre  et  du  cone  de- 
vaiciit  leur  èlre  familières.  Toulelois  on  atlribue  Tlionncur  de 
la  dcfou verte  des  secfíuns  coníques  aux  géomètres  de  Iccole  de 
Pi.ATON,  pai'ticulièi"emcnt  n  Ménkíiime,  (pii  a  j)robablement  dé- 
couv(!rt  leurs  propriétés  les  plus  simples,  par  exemple,  la  rela- 
tion  cxistant  entre  labscisse  et  Tordonnée:  la  connaissance 
qu'il  en  avait  est  attcstéc  du  reste  par  ses  deux  solutions  du 
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problème  déliaque  (*).  La  théorie  des  coniques  était  peu  après 
poussée  assez  loiti  pour  qu'\RisTÉE  lAncien  ait  pu  en  écrirc  un 
traité  enticr,  complèteinent  perdu. 

Di.NosiRATE,  frère  de  Ménechme,  parait  avoir  décnuvert  cette 
propriété  de  la  quadrática  íle  donner  la  quadrature  du  cercie, 
d'ou  son  nom. 

D'après  certains  passages  d'AiusTOTE,  on  a  cru  pouvoir  dire 
que  les  anciens  conuaissaient  la  sinusóide,  conime  résultant  du 
développenient  de  la  surface  du  cyliudre  coupé  par  un  plan. 
Cela  est  possible,  si  on  entend  par  la  íju'on  avait  siinplenient 
reconnu  la  forme  de  la  courbe  ainsi  oblenue,  car  on  connais- 
sait  déjà,  depuis  Anaximandue.  la  transformation  géograpbique 
par  projection  sur  la  suríace  du  cylindre  tangent,  qu'on  déve- 
loppe  sur  un  plan  (-). 

ArchihÈde,  par  ses  pi-ofondes  inéditalions  sur  la  géométrie  de 
la  mesure,  a  ouvert  un  cliamp  in)inense  aux  spéculalions  analy- 
tiques  et  géométriques:  il  a  i-ainené  \\  la  quadrature  du  ccrcle 
celles  de  Tellipse  ('^)  et  de  la  spirale  (^),  construit  la  tangent  à 
cette  dernière  et  quarré  la  parabole,  premier  exeniple  de  fjua- 
drature  de  courbe  plan.  On  connait  cette  bclle  découverte 
d'Aiu:HiMÈDE  de  l'égalité  des  surfaces  sphériques  et  de  leurs 
projections  sur  le  cylindre  circonscrit,  découverte  anienée  pro- 
bablement  par  Tétude  des  représentations  géographiques.  Les 
problèmes  de  ràp,3rjÀo:-  (^),  si  péniblement  déniontrés  par  Pappus, 


(1)  1°  au  moycn  des  courbcs  y^  =  x  et  x'^  =  t/\  2"  par  les  courbes  x-  =  y 
et  xy  =^  2. 

(■')  Si  une  courbe  sphérique  se  projette  sur  le  plan  de  Téquateur  selon 
le  courbe  F(p,  0)  =  O  et  que,  projetée  sur  la  surí.ice  du  cylindre  tangent 
et  celle-ci  développée  sur  un  plan,  elle  donne  la  courbe /(x,  ?/)  =  0;  cette 
seconde  courbe  se  déduit  de  la  prernière  par  les  transformations  suivantes : 

?/'  =  1  —  p2  ,         X  =  0. 

La  spirale  d'Archimede  se  transforme  ainsi  en  une  circonfércnce.  les 
courbes  o  =  cos  kf)  et  p-  =  cos  kf)  en  sinusóides,  la  courbe  p  =  S/íO  on  cJiai- 
neite,  la  spirale  de  Poinsot  pC7<0  =  1  en  la  courbe  y  =  'Yhx  à  la  quadrature 
de  laquelle  se  réduit  celle  de  la  loxodromie. 

On  a  ainsi  le  moyen  de  quarrer  diverses  courbes  planes  et  sphériques. 
(Voir  J.  !á.  1895-1896,  notie  étude  sur  les  transformations  géométríques 
des  courbes.) 

(3y  Sa  quadrature  de  Fellipse  est  le  premier  exemple  de  transformation 
de  courbes  par  réduction  prnportionelle  des  ordounées,  qu'ou  appelle  plua 
simpleinent  affinité,  d'après  Eli.icu. 

(^)  Aurni.MÉDK  parait  avoir  imagine  la  spirale  (Dvi^)  pour  résoudre  Ia 
trisectíon  de  rangle. 

(»)  On  eait  qu'il  s'a{íit  des  positions  des  centres  des  circonférences  tan- 
gentes entre  elles  et  à  deux  demi-circonférences  tangentes  intérieurement. 
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soiit  probablcnient  d'AncHiMÈDE,  et  font  croire  qu'il  connaissait 
les  propriétés  élt-inentaires  de  la  liansfornialion  par  inve/sion, 
car  ils  se  déinonlrcnt  lies  siiiiplonienl  ainsi.  ,, 

Apollomus  a  laissé  sur  les  ooniques  son  grand  traité  bjen 
connu,  ou,  en  oulre  d'iiiie  Ibule  de  propiiélés  nouvelles,  il  exa- 
mine UM  grand  nonibre  de  problènies  et  rap[)liealic)n  de  ces 
courbes  ;i  la  résolulion  des  éqiiations  cubiques,  tléja  commencée 
par  IMtMXUMK,  et  Aucimmèue.  Ai'oli.o.mi;s  seiait,  d'après  Piolkmke, 
Í'inventeur  des  épicycles,  sur  lesquels  il  aurait  écrit  un  traite, 
ainsi  que  sur  VhiUce  cylindriqile  et  probablement  sur  certaines 
hílices  coniques  el  sphíiiques,  dont  parle  Gemi>l's.  Apollomus  pa- 
rail  avoir  le  préniier  étudié  V/iomolhítie.  On  lui  doit  les  prp- 
niières  vues  sur  la  ihéoiie  des  drvoluppíes  des  comques,  dont  il 
a  donné  virtuellenienl  réípiation  et  qu'il  déíinit  comine  la  ligné 
séparant  la  région  des  points  d'oú  on  peut  mener  deux  nor- 
males  à  la  conique  de  ceux  d'oú  on  peut  en  mener  cfuatre. 

Les  Aneiejis  (')  avaient  rauiené  la  solution  de  Ia  duplication 
du  cube  et  de  la  liiseclion  de  Tangle  à  l'inscrjption  d'une 
cb'oite  de  longneui'  donnée  chins  un  angie  donné.  Apol!,oml's 
résolut  ce  problème  par  la  construclion  d'une  byperbole,  et 
INicoMÈDK  pai'  sa  conchdidc  ou  cochloide,  qui,  une  íois  iracée, 
donne  immédiatenicnt  rinscrii)li()n  dcmandée. 

L'invenlion  de  la  cia^didc  (-)  par  Dioci.ts  et  des  spiriques  par 
l^KusKUs  parait  dater  de  la  nicn)e  éjjooue.  On  sait  que  Ia  pre- 
inière  sert  a  la  solulion  du  problème  déliaque  et  que  les  se- 
condes  ne  sont  aulres  (jue  les  sections  planes  du  tore. 

A  signaler  ici  la  découverle  de  la  projeclion  stniographique 
par  IbppAHoLL.  11  va  sans  dire  (|ue  les  pi  ojections  orlho^onales  et 
cenlrales  élaient  conuues  depuis  longlemjis. 

P.  TA^^KKY,  dans  ses  savantes  études  sur  les  couibesel  su/ faces 
dans  Vani.iquili  (H.  I).  1 883-8  í),  mentionne  la  courbe  de  douldt 
mouvement .,  de  Caupos  i)'Amio(;iu:,  qu'il  croit  ètre  Ia  cycloide, 
ce  (pii  est  três  vraisemblable,  |)uis(jue  Vípícycle  était  connu  de- 
puis longleinps;  on  connait  du  leste  le  lanieux  problème  d'Anis- 


(')  Peut  ôtrc  AitcHiMKDK,  quí  ramcnic  la  triscction  de  Taiiglc  à  Finscri- 
ption  dunc  dioite  entre  uiic  circonfVToncc  et  un  dian.ètrc,  cc  qui  a  fait 
penser,  snns  aucune  vraiseniblance  du  reste,  que  le  liniaron  avait  été  cou« 
eidéré  dè.s  eette  époque. 

('^1  II  y  a  lieu  de  remarquer  que  les  imcieno  n(í  considéraient  pas  les 
branclies  intinics  dos  courbes:  la  eií-soide  était  supposée  liniitée  par  le 
cercle  q<ii  lui  sert  de  définitiou.  De  là.  son  noni. —  De  niêine  les  deux 
branclies  de  la  couelioidi'  étaient  eonsidérées  coinnie  deux  courbes  distiu- 
ctes:  la  cochioide  désignait  la  branchc  plus  voisiue  du  pôle,  dans  le  cas 
pú  cUc  possèdc  une  bouclc. 
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totè  sur  le  roulement  d'un  cercle  et  les  vitesses  ;t  la  partie  su- 
périeure  coniparée  à  celle  dcs  poiíits  inférieurs. 

.Iusqu'i(_i  les  eourbes  avaient  seuleinent  été  étiidiées  accessoi- 
renient  et  coninie  corollaires  de  certaiiis  problèines  géoinétri- 
ques,  géographiques  ou  astronoiniqiies.  Les  ^éoinètres  qui  sui- 
virent  en  firent  im  sujet  spécial  d'étude  et  en  iniaginèrent  a 
priori  d'autres,  dont  celles  résultant  des  intersections  de  sur- 
faces  hélicoidales  et  autres.  Pappus,  dans  ses  auvaywyrí.  cite,  à  ce 
sujet,  Demkirius  d'Ai.exa\drik,  Philon  de  Tyane  et  .Menelaus.  La 
-oíçiòo'Ço'5  yp7.;j.|j.r.  de  ce  dernier,  parait  a  P.  Tannety  (L  cit.)  n'ètre 
autre  que  la  courbe  appelée  depuis  cyclo-qilindrique  ou  vivia- 
nienne,  laquelle  est  1'intersection  d'un  cvlindre  et  d\ine  sphère 
de  rayon  double  qui  est  lui  tang-ente. 

Pappus  parle  aussi  du  lieu  des  points  dout  les  produits  des 
distances  à  des  droites  données  est  ég-al  à  celui  de  leurs  dís- 
tances  à  dautres  droites  égaiement  données,  problènie  oii  Eu- 
CLiDE,  Apollomls  et  d'autres  avaient  échoué.  II  donne  en  outre 
1°  deux  constructions  de  la  quadratiee  conime  projection  de 
rinterseclion  d'un  bélicoíde  et  d'un  plan  ou  dun  cone  avant 
pour  base  une  spirale  (*j-,  2°  la  quadrature  de  la  surface  spbéri- 
que  limitée  par  la  courbe  que  produit  un  point  parcourant  unifor- 
iiiément  un  quart  de  cercle  tandis  que  celui-ci  décrit  unifornié- 
men*-.  un  tour  autour  du  rayon,   ce  qui  produit  Vanliprojection 

de  la  rosace  p  =  sin— .  Cest  la  le  premier  exemple  de  la  qua- 
drature d'une  surface  courbe.  .  :     •;  .    ■    í 

Dès  le  temps  d'EucEiDE,  les  g^éomctrcs  avaient  conimencé  le 
classement  des  eourbes:  Pappcs  distingue  les  lieux  pfatu  (pro- 
blèmes  se  résolvant  par  la  droite  et  le  ceivle),  les  lieux  solides 
(deniandant  l'emploi  des  coniques),  les  lieux  liniaires  (concer- 
nant  d'autres  eourbes),  les  lieux  à  la  surface  (nécessitant  l'in- 
tervention  de  surfaces).  II  ajoute  que  ce  n'est  pas  une  petite 
faute  chez  les  g-éouiètres  d'einployer  un  lieu  solide,  par  exem- 
ple, pour  résoudre  un  problème  plan,  recommandation  repro- 
iluite  souvent  depuis. 

Les  Árabes,  héritiers  de  l'admirable  science  grecque,  se  sont 
appliqués  surtout  à  en  dégager  les  ])rincipes  de  TAlgèbrc  et 
de  la  Trigonometrie;   ils  ont  peu  cultive    la    géométrie.    Aussi, 


(')  Cette  transforma) ion  de  Papi-us  se  note  par  les  relations  a;  =  pcosO, 
?/  =  /cO.  Aínsi  la  droite  y=^kx  devient  une  quadratrice  p  cos  0  =  0:  c'est  le 
théorème  de  Paitus;  le  cappa  p  =  tg  O  et  la  circouf(;rence  p  ^=  1  se  tranS- 
forment  en  sinusóides. 
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jusqu'à  la  Uenaissance  des  leltrcs  en  Eiirope,  ne  signale-t-on 
auciine  étiule  géoiiiéliiqiic  nouvelle.  Toul  au  plus  peut-on  nien- 
tionner  la  dcsciiption  des  coiiitpies  au  nioyen  de  íils  et  leur 
applicaiion  à  la  gnoiuonique,  h  la  sojiition  graphique  des  équo- 
tions  cubiques,  à  l'optique  (^),  à  rastrononiie  (-j  et  la  descrip- 
tion  mécani(jue  des  coniques  (•*)  et  de  eertaines  autres  cour- 
bes  (^). 

Vers  le  niilieu  du  xiv^  siècle,  Ohesmk,  par  ses  considéralions 
générales  sur  les  courbes,  préparait  ravénemcnt  de  la  géonié- 
trie  analytique.  II  traile  des  diíVéjenres  íoinies  des  courbes;  il 
enseigue  h  figurer  lout  |)liénoinène  nicsurable  par  uiie  courbe 
(forma)  doiil  cluique  poiíit  est  déteruiiué  par  son  abscisse  (lon- 
^itu(lo)  et  son  ordonuée  (latitudo).  La  figuratiou  des  fonctions 
élénientaires,  par  des  poiuls  isoles  ou  uiobiles,  élait  déjà  usitée 
depuis  longleuips;  uiais  la  conceptiou  (IOiuísme  est  bicn  plus 
profonde,  car  il  considere  la  couibô  comme  ])roduite  par  le 
mouveuient  conlinu  d'uu  poinl  mobile  sur  Tordonnée,  mobile 
elle-mème.  II  remarque  (jue  daus  une  courbe  telle  qu'un  are 
de  cercle,  Taccroissement  de  Tordonnée  est  le  plus  lent  au 
sommet  et  le  plus  rapide  aux  exlrémités:  c'est  de  là  qu'est  nè 
le  calcul  dillérentiel. 

II  nous  suffira  de  citer  les  priíicipaux  tiavaux  qui  suivent 
jusqu  il  Tépoque  de  Dkscartes. 

ALBK.nT  Duhkr  pai'ait  avoir  le  preniicr  imagine  les  tpicycloKÍes 
et  1'assemblage  de  cercies  tangents  aj^pelé  aujourd'bui  anse  de 

Íianier,  pour  remplacer  le  trace  de  rdlipse.  II  a  étudié  diverses 
lélices  et  un  cas  du  limaçon  (voir  son  ouvrage  poslluime  Viuler- 
ivei/sung  .  . .  Núrnbei'g,   1  525). 

LÉo>AnD  DE  Yl^cI  inaugure  lapplication  de  la  tbéorie  des 
courbes  aux  arls  par  linvention  de  son  célebre  lou)-  a  ovale. 

NuNEz  (^De  arle . .  .  nnvigandi,  Coimbra,  1546)  imagine  son 
célebre  rumbus,  appelé  loxodromie  par  Snei.uls. 


(')  On  connaít  le  crlrbro  froJiVvme.  d\M  Hasen  on  du  Lillard  circuluire, 
dont  la  bolution  se  riunòne  iniinédiatoinfiit  à  la  coiistruction  d'uue  liyper- 
bolc  011  prenant  les  inverses  des  deux  vecteurs  donnés. 

(*)  AzRACHEL  avait  pioposé  de  substítuer  rdlipse  aux  épicycles. 

{^)  Au  nioyen  duii  compas  dont  une  bianclie  est  fichée  obliquemeiít  sur 
un  plan,  taiidis  que  Tautie  sallonge  de  manière  à  laisser  sa  trace  sur  le 
piau.  ("est  sans  doutc  un  Instiunient  de  ce  geme  qu'  Isidork  dk  Millkt 
employait  pour  traeer  la  paralidle,  car  on  sait  qu"il  aflectait  la  forme  d'un  X. 

C")  liiN  Ai.iiAiTAN  a  inontré  à  résciidre  léquation  x^  ■==  a  p;ii  remploi 
d'un  instriuiiciit  pi(il)abkMMent  seniblable  à  cclui  ipu  servait  à  Kuatostheue 
pour  la  coustiuctiou  des  deux  moyciines  et  qui  pouvaít  facilement  être  gé- 
liéralisó. 
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TAnTAGAi.iA  {General  Tratlato,  Venise,  1556)  construit  uii 
ovale  transceudaiit  «in  una  sola  riuolulione  di  coiupasso»,  sur 
un  papier  enroulé  autour  d'un  cylindre,  et  qu'on  applique  en- 
suite  sur  un  plan. 

Pai.ladio  (15S1)  propnse,  pour  le  trace  des  galbes  des  colon- 
nes,  l'eniploi  d'une  lògle  pliante  (*). 

Wright  (1599)  ulilise,  jjour  la  solution  des  problèmes  de  la 
navigation,  la  coiirbe  appelée  plus  tard  figura  secanlhnn,  qu'il 
quarre  approxiniativement  par  Taddition  successive  des  secantes 
de  dix  en  dix  miuutes.  La  mènie  année  Gai.ilée  démontre  que 
la  trajectoire  d'un  grave  dans  le  vide  est  une  parabole;  il  essaie 
de  definir  la  courbure  d'une  verge  élastiquc,  celle  d\ine  chaine 
pesante  et  la  courbe  de  plus  rapide  descente. 

Képler  éniet  (1615),  sur  la  gtomtlrie  de  la  mesure,  des  idées 
neuves  et  hardies  qui  ont  brusqué  Tavènement  du  calcul  infi- 
nitesimal. 

Gl.mer  (1624)  considere  Ia  courbe  des  logariíhmes. 

La  mème  ainiée,  S.nki.lils  donne  virluellement  la  quadratura 
de  loxodromie. 

Albert  Girard  (1629)  enseigne  que  «La  solution  par  moins 
s'explique  en  Geometrie  en  retrogadant,  et  le  moins  recule,  la 
oà  le  +  avance». 

Cavalieri  (1635)  resout  et  étend  les  problèmes  poses  par 
Képler-,  décrit  les  coniques  par  des  intersections  de  droiíes 
mobiles  (-);  et  compare,  au  point  de  vue  des  aires,  la  spirale 
et  la  parabole. 

Desargues  enseigne  sa  métbode  de  transformation  (homologie) 
tirée  des  príncipes  de  la  perspective  (^),  et  enseigne  a  genera- 


is) Depuis,  la  conclioíde  a  éíé  utilisée  dans  ce  but. 
(2)  De  Witt,  Newton,  Mac-Lauuin  et  les  géomètres  du  xix°  siòcle  ont 
successivement  perfectionnc  cette  théorie,  dont  le  germe  se  voit  chez  Apol- 

LONIUS. 

(*)  La  transformation  plus  générale  appelée  homographie  est  due  à  la 
HiRK  et  a  été  plus  simplement  présentée  par  Newton,  dont  la  méthode  re- 
vieut  à  Temploi  des  formules 

X  X 

Waring  a  douné  les  formules  générales  de  rhomographie, 
^  ^  ax  +  6t/  -f  c        Y  ^  «3;  +  p.y  +  T 


Ax-4-By  +  C'  Aoj  +  By  +  C 

lesquelles  du  reste  ne  sont  pas  plus  générales  mais  ont  Tavantage  de  ne 
pas  deiiiander  le  chaugement  des  axes  de  coordonnées.  (Voir  Chasles, 
Ap.  hist. 
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liser  oertaincs  c onsidéralions,  fi'()íi  cies  rapprochements  inat- 
tendiis  et  qui  ont  amené  plusieurs  des  décoiivertes  de  cette 
époque  et  dos  suivantes. 

.Iusqu';i  DiíscAitTEs,  —  si  Pon  en  excej)te  laconception  d'OuESME, 
dailleurs  trop  en  avanee  siir  soh  é])()que,  —  Tidée  de  definir, 
en  general,  une  coinhe  par  une  relalion  analytiqne  entre  une 
abscisse  et  Tordonnée  correspoudanie  ne  s'élait  pas  encore  fait 
jour,  bien  que  Ton  sút  depuis  lon^Meinps  déterniiner  un  point 
du  plan  ou  de  l'espace  par  ses  coordonnées  et  que  l'on  eonniH 
diverses  équalions  des  coniques;  il  lullait  pour  cela  que  Talgè- 
bre  fút  arrivée  à  un  dej^ré  suffisant  de  perfeclion. 

DKscAUTEá  (Giomílrie,  Leyde,  1(537)  imag^ina  de  remplacer  les 
longues  descriptions  géoniétriíjues  parliculières  par  des  équa- 
tions  oontenant  des  paraniètres  constants  et  deux  variables  dé- 
signant  les  deux  coordonnées.  Ccs  équations,  concises,  d'un 
aspect  uniforme  et  qu'on  pouvait  traiter  par  des  procedes  âhá- 
lí^f^ues,  permeltaient  de  concevoir  une  variélé  infinie  de  courbes 
nouvcllcs  et  olíVaient  la  ])ossibilité  de  présentcr  léquation  sous 
la  Inrnie  la  plus  siniple  et  la  ])lus  proprc  à  rétiidici-,  grnce  au 
chaiigeinenl  des  axes  des  coordonnées  (^)  et  aux  signes  qu'on 
pouvait  aitribuer  àuS  diverses  lonj^ueurs. 

Comme  application  de  sa  niéthode,  Dkscaktf.s  classe  les  couf- 
bes  en  gíomit tiques  et  mécaniques  (-)  et  les  jireuiières  suivant  le 
déj^ré  de  leur  équalion;— ^il  résout  lé  problème  de  Fappos 
raj)[)clc  jilus  liaut; — remarque,  sans  aulre  explicalion,  que 
Téquation  de  la  courbe  permet  d'en  aborder  la  quadrature  ('^\ 
—  enseigne  \\  résoudre  les  équalions  et  par  suite  les  problèmes, 
par  des  intersections  de  courbes; — donne  Ia  construction  de 
sa   conclwidc  paraholique  {^)    et    de    ses   célebres  ovales  (^}\  —  la 


(')  Dkscartes  et  ses  continuatciirs  tr;i(;iiiciit  souleinout  Taxe  des  x  et, 
par  (Irfaut  (rexanion,  se -troiiipaient  góiiéralomont  dans  Ia  figuratiou  de  la 
courho,  dans  los  trois  angles  dos  cooi  donii(''etí  lio/catives.  Aiusi  iLs  lifíuraient 
\q  foliam  avec  quatro  ícuilles:  ccst  pourquoi  Rohkuvai,  lui  donnait  le  noin 
de  galand  ou  Jleitr  dejatiniín.  Dkscahtks  luiiiiOinc  eoiisíruit  .la  tangonte  à 
«riiiio  des  fouilles  qui  fait  partie  du  liou.»  Fkhmat  et  Schootkk  se  sont 
troinpós  de  móme  ce  n'est  que  IIi:ygkns  et  Jkan  Bekxoulu  qui  ont  trouvé 
la  vrai  forme  du  folium. 

(2)  On  dit  aujourdhui,  d"apròs  Leikniz,  alt/éhriqucs  et  tratiscendaníes. 

(5)  Probablonient  en  la  dóvoloppant  sous  la  forme  ?/^  A-|-Ba;-|-Cx--|— •■ 
et  utilisant  la  formule 

lim = 

(*)  Idcntique  au  Irident  de  Newton,  xjf  =(«-)-  ?/)  (?/?  —  b). 

{^)  Leur  découvert  par  Descartes,  qui  partait  d'une  propriété  de  leiu's 
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■{iremière  mélhode  générale  de  construction  de  la  tang-ente  aux 
courbes,  «le  plus  beau  problème  quil  eút  jamais  désiré  scavoir 
en  géométrie»,  avec,  comine  exemples,  celle  de  la  conchoide  et 
des  ovales;  enfin  des  vues  sur  rexteiision  de  ses  procedes  aux 
figures  de  lespace.  II  construit  en  outre  plusieurs  aulres  cour- 
bes et  suggère  diflérents  movens  d'en  definir  cinématiquemeht 
un  grand  noinbre.  On  volt  avec  peine  que  Descariks  croyait 
tóute  rectification  de  courbe  impossible. 

Cest  la  méme  année  que  fut  divulguée  par  Mersen>e  (Har- 
monie  universelle,  Paris,  1637)  la  quadrature  de  la  cycloíde,  par 
RoHEKVAL,  décoLiverte  qui  passa  tout  ;i  fail  inapercue. 

Bien  que  Descartes  n'ait  pas  montré  TanaUse  qui  Tavait 
guidé  dans  ses  constructions,  et  que  parfois  mème  il  énonce 
íles  resultais  sans  preuves  (*),  sa  Gcomílrie  ne  tarda  pas  a  ètre 
étudiée  et  porler  ses  fruits.  Toutefois  Tancienne  géométrie  garcía 
longlemps  encore  des  partisans. 

iMersen.ne,  dans  ses  Cogilata  (Paris,  16Í4),  publia:  une  es- 
quisse  de  démonstration  par  Roiíeiival,  de  Tégalité  des  ares  de 
la  parabole  et  de  la  spiíale,  Ibndée  sur  le  double  mouvement 
du  point  décrivant  chácune  de  ces  deux  coíirbes,  lequel  mou- 
vement est  presque  identique;  démonstration  seulement  scntiè 
par  son  auteui-,  mais  néanmois  três  i-emarquabie  pour  l'époque; 
la  première  considéi"ation  des  paraboles  des  degrés  supérieurs 
avec  la  construction  de  leurs  tangentes,  leiír  quadrature.  leul'S 
centres  de  gravite  et  la  cubature  des  solides  de  révolution 
qu'elles  forinent  autour  de  l'axe,  le  tout  sans  démonstration  ét 
altribué  à  Rop.ekval;  —  la  méthode  bien  connue  des  tangentes 
du  mème  géomètre,  qu'il  a  trouvée  en  1638  et  qu  il  applique 
seulement  ici  ;»  la  parabole  en  remarquant  qu'elle  convient  aux 
coniques,  a  la  conclioíde,  à  la  cissoíde,  a  la  quadratice,  et  a  la 
//or/^oeV/í  (*);  —  des  vues  sur  les  spirales  (1 — p)"  =  6,   ii  propôs 


tangentes,  inontre  que,  dòs  cette  ópoque,  comine  la  observe  Fkkuat,  il 
connaissait  et  savait  résoudre,  dans  certains  cas,  le  problème  inverse  des 
tangentes. 

(i)  II  dit,  dans  ufie  de  ses  Icttres,  qu'il  a  fait  «la;  construction  comme 
les  architectes  font  les  bastimens,  prescrivanf  seulement  tout  ce  qu'il  faut 
faire  et  laissant  le  travaíl  des  mains  aux  charpentiers  et  aux  massons.» 
II  dit  ailleurs  avoir  plusieurs  méthodes  des  tangentes  plus  cominodes  que 
celle  de  sa  Gcotnétrie,  nuLia  qu'il  a  indique  celle-ci  à  cause  de  sa  plus 
grande  clarté. 

(~)  Cest  ainsi  que  Kcbkrval  designe  la  cycloíde:  ce  dernier  nom  est 

du   a  ToRRICELLI. 

CtsA  et  BouvELLEs  avaient,  longtemps  aupai-avant,  considere  íe  mouve-i 
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de  la  question  de  la  trajectoire  d'un  ^vave  laíicé  obliquemenl, 
la  courbure  de  la  terre  n'élant  plus  négiigée,  avec  la  quadra- 
ture  de  cette  courbe  par  Fkiimat,  dans  le  cas  de  «  =  2  et  celte 
remarque  que  celte  ihéorie  s'étend  à  la  spiralis  circa  coni. 

Presque  en  mème  teinps,  Toiuucki.i.i  donne.  dans  ses  Opera 
viathematica  (Florence,  1G44):  la  quadrature  de  la  cycloule;  une 
métliode  des  tangentes  identique  à  celle  de  Roherval  et  qu'il 
avait  trouvée  de  son  côté  vers  1640;  la  paraboloule  de  sureté, 
ou  enveloppe  des  trajectoires  possibles  d"un  projcctile  lance  sous 
diverses  inclinaisons,  découverte  quOn  lit  égaleincnt  dans  les 
Coplala;  ses  études  sur  le  jet  parabolicjue  des  liquides;  la  re- 
cbercbe  de  la  forme  du  vase  dont  un  liquide  s'écoulerait  uni- 
forméuient  s'il  etait  percé  a  la  partie  inférieure  (^);  enfm  le 
volume  du  solide  de  révolution  de  riiypeibole  tournant  autour 
de  rasynqDtote,  lequel  volume  est  fmi,  cliose  qui  parut  alors 
fort  extraordinaire. 

Cest  cette  mème  année  que  ÍIébigo.ne  publia,  dans  son  Cursus 
mathemalicus,  la  methode  de  maximis,  de  Fermat,  ainsi  que  son 
applícalion  à  la  construction  des  tangentes. 

G.  DE  S/  Vi.NCE.NT,  dans  son  célebre  Opus  geometricum  (An- 
vers,  1(547),  donne  viituellement  la  quadrature  de  l'hyperbole, 
celle  de  Tonglet  cylindriquc;  revendique  lidée  de  la  symbolisa- 
tion  de  la  spirale  et  de  la  parahole,  dont  il  conclut  que  «mérito 
spiralem  esse  dixerum  evolutani  sive  cxpansam  parabolam»; 
examine  la  peu  iuléressanle  courbe  affine  de  la  spirale,  qu'il 
a[)p('lle  spiralis  elliplica;  et  éludie  une  courbe  reinarquable  qu'il 
appclle  parábola  virlualis,  parce  qu'elle  peut  ètre  considérée 
commc  obtenue  par  Tadílilion  des  ordonnées  des  deux  para- 
boles  y^  =  ax  le  t/i^  =  b(c  —  x)  (^). 


ment  d'un  point  d'une  circonfórence  roulant  sur  uue  droite,  mais  ils  pre- 
naient  Ia  courbe  ainsi  conçue  pour  un  are  de  cercle.  Galilkk  en  1599,  puis 
Mbhsennk  en  1G15,  en  reconnurent  la  forme  et  en  proposèrent  Tétude. 

(')  TouRicKLLi  a  découvert  Tannce  suivante  que  la  génératrice  de  ce 
vaae  doit  être  une  parabole  du  quatriòme  degré. 

(^)  II  8'ensuit  que  cette  courbe  est,  coninie  la  parabole,  absolument 
quiidrable,  do  même  que  le  trifolium,  qui  s'en  déduit  de  la  mème  manière. 
(Voir,  pour  diverses  quadratures  géométriques  de  ce  genre,  uotre  article 
dii  J.  iS.  198»;,  pag.  130) 

CuAMEii  (Introd.)  a  retrouvé  cette  courbe,  quil  appelle  la  òfsarp,  et  qu'il 
obticnt  cn  pronaut  sur  Tordonnée  PK  du  cercle  OK,  lordonnée  PM  =  IvO, 
O  désignant  uu  point  fixe  sur  Ia  circonférence. 

Cest  la  projectíon  orthogonale  de  la  vivianienne  et  la  courbe  de  Lissa- 
jou8  du  deuxiòuic  ordre. 


La  même  annéc,  Cavalieri  [Ejcercitationes  geometricce,  Bologne, 
16i7j  enonce  et  démontre  à  peu  prés  cette  importante  formule, 
donnée  par  Archimíide  pour  le  cas  de  ti  =  2, 

jx^dx 
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Dans  la  première  édition  latine  de  la  Giomilrie  de  Descartes 
(Amsterdan,  16 i 9),  Schoote.n  a  fait  connaitre  la  tliéorie  des  rou- 
leltes,  imaginée  par  Tillustre  philosophe  en  vue  de  la  constru- 
ction  de  la  tangente  a  la  cycloide. 

La  première  mention  imprimée  de  la  sinusóide  se  volt  dans 
VAsie...  (Paris,  1652),  du  géograplie  Sansg.n,  oíi  il  expose  la 
projection  dite  de  Flamsteed,  laquelle  consiste,  comme  on  sait, 
a  relever  en  vraie  grandeur,  les  méridicns  sur  la  surface  du 
cylindre  circonscrit  et  prendie,  h  paitir  du  méridien  principal, 
les  latitudes  en  vrai  grandeur.  Les  méridiens  se  transforment 
ainsi  en  sinusóides  (*), 

11  convient  de  nientionner  ici  la  détermination  du  point  d'in- 
flexion  de  la  conchoide  por  Hlygens  [De  circuli  ma^^niludine 
inventa,  Levde,   1654). 

Dans  son  célebre  ouvrage  Arithmetica  infinitorum  (Oxford, 
1655),  Walus  étend  par  induction  la  fornuile  de  Cavalieiu  aux 
valeurs  négatises  ou  fractionnaires  de  Texposant  et  aux  expres- 
sions  polynomes.   II  applique  cette  théorie  au  calcul   des  inté- 

grales  /(l  —  ^xj^dx  et  /(l — x-fdx,  dans  le  but  d'obtenir,  par 

jo  _  jo  _       ri    

interpolation,  la  valeur  de  Texpression  /    ^1 — x'^  dx   de    Taire 

du  cercle.  On  v  voit  les  premiares  ouvertures  sur  la  rectifica- 
tion  des  courbes,  par  1'applicalion  des  formules  approchées 
Il(Aa;2  +  Ay2^  et  1  (Ap- +  p-A6'^)  à  la  parabole  et  à  la  spirale. 
^ous  mentionnerons  enfin  la  considération  de  courbes  déler- 
minées  par  des  ordonnées  discontinues,  mais  qu'on  sait  quand 
mème  continue  quoique  la  loi  analytique  qui  lie  les  coordon- 
nées  en  general  soit  inconnue. 


(')  La  droite  se  transforme  ainsi  en  spirale  hyperbolique.  Les  aires  con- 
servent  leurs  valeurs  en  se  transfsrmant. 

Lkiiixiz  a  donné  à  cette  courbc  le  nom  de  ligne  des  sinus.  Son  nom  de 
sinusóide  lui  a  été  donné  par  Bélidoe  (La  science  des  Ingénieurs,  Paris, 
1729). 
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."  Cest  par  les  Exercitalionum  mathematicaram  (Leyde,  1657) 
de  ScnooTKN,  (jiroii  a  cdimu  Ic  folhmi:  il  en  fig-ure  seulenient 
la  boucle,  dont  il  calcule  le  maximum  de  largeur,  daprès  lá 
inéthode  de  son  anii  Hudde, 

En  1658,  Pascal  pi-opose  ses  fameiíx  prohlènics  relatifs  à  la 
cycloide,  au  sujcL  dc.s(picls  HiiYr.ENS  et  Whknn  découvrirent  que 
le  sef;nu'iit  cycloidal  dont  la  base  est  au  quart  de  la  hauteur 
est  absolument  quarrablc,  et  Wukw  troava  la  rectifiçation  de 
la  cycloide.  Daus  son  Hii^toive  de  la  cycloide  (Paris,  1658),  Pascal 
apprend  que  Robekval  avait  quarré  depuis  lotigstenips  la  courbe 
de  Tartaglia,  appelée  par  LalouvÈiie  cyclo  cylind riqxie  et  que 
nous  revcri'oris  plus  loiu;  et  (piil  avait  recliíié  la  cvcloide:  on 
a  des  prcuves  que  Roueuval  savait,  dès  1  6  i  1 ,  rectifier  cerlaines 
spirales. 

Les    soliitions  de  ses  problèmes   furent   publiées   par  Pascal 
dans  \ç.'í,   Diverses  inventions  de  A.  Dettonville  (Paris,   1659),   oíi 
il  dénionlre  dilFérentcs  formules  géoniélriqucs   qu'on  peut  tra 
duire  ainsi: 

Jxdy= Jydx ,       fxdy^  xy  —  fydx ,       fy^Ulx  =  a;?/"  —  nfxy^~^dy 

et  évalue  les  intégrales  fsm^xdx,  déja  tiouvée  par  Roberval, 
jxúnxdx  et  jx  i^m^xdx.  II  donne  les  preniiers  aperçus  sur  lés 
intéfi^rales  niultiples  (soninies  simples,  triangulaires,  pyrcnnidales), 
les  infiniinciit  pctits  des  ordres  supérieurs  et  1'équivalent  de 
ces  tlcux  tbéorènies  fondamentaux :  on  petit  nfgliger  un  infini- 
ment  petit  en  prcsencc  d'un  infiniment  petil  d^un  ordre  supérieur. 
et  la  valeur  d\in  infiniment  prlit  ne  change  pas  quelle  que  soit.  la 
loi  des  accroissements  de  la  variable  pourvu  que  ceux-ci  tendent 
siniultaniment  vers  xéro. 

La  nième  année,  Pascal  doiuie  ses  deux  traités  de  l'égalité 
des  ares  de  la  spirale  et  de  la  parabole  (*)  et  de  Vhilice  coni- 
que  (-),  ainsi  que  Textension  du  tliéoi-ènie  de  Wrenn  aux  cy- 
cioides  allongées  et  accourcies,  dont  les  ares  sont  ég^aux  ;i  ceux 
d'ellipses  assig^iiables ;  —  Schooten,  dans  la  seconde  édilion  de 
la   Giomitric,    fait   connaitre    la    transforniation  de   Van  IIecraet 


(•)  Egf;ilit('í  connue  dopuig  lon<;temps  de  Roverral  et  de  Feumat,  qui 
ravaioiít  (''tcndiic  aux  spirales  et  aux  paraboles  d'ordios  supérieurs. 

(-)  ("est  là  qu'on  voit  inentiouner,  pour  la  premiòrt!  fois,  les  courbes 
appeK''es  perles  par  Pascal  et  que  Sn  ze  avait  étudiócs  également,  ainsi 
(jue  lIuYGKNs,  ScHoOTEN  et  Mylon. 
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donnant  le  rectification  de  la  semícuòique  (^)  et  én  general  de&i 
courbes  7/-"  =  x-'^+^,  ainsi^  que  celle  piopriélé  de  la  parabolç 
d'ètre  rectifiable  au  inoycn  de  la  quadiature  de  riiyperljole; 
—  enfin  Wai.lis  (De  cycloíJe),  publie  la  quadrature  par  Huvcens 
de  Ia  cissoíde,  la  coniplanation  des  sphe)o'i(/es  et  conovies  (elli- 
psoides,  parab(jloídes  et  livperboloides  de  révolution),  la  i'ecli- 
fication  de  diverses  spiralos,  et  1'étude  de  la  spirale  logarilhmi- 
que,'  qu'il  définit  par  raccroissement  des  vecleiírs  proportion- 
nellement  aux  ares  cireulaires  suecessifs,  c'est  à-dire  par  la 
relalion  dç  =  ^j(/d,  avec  la  tangente  de  eetle  dernière  eourbe,  sa 
quadrature  et  sa  rectification,  en  renuuquant  qu'elle  tourne 
indéfiniment  autour  du  pòle. 

Dans  son  livre  três  diílus  et  peu  cònnu,  Velerum  gemelrm 
(Toulouse,  1660),  Lalouvèke  a  étudié  la  cijclocylindrica,  eourbe 
décrite  sur  un  cylindre  avec  un  eonipas  dont  1'ouvertuie  est 
égale  au  dianiètre  de  ce  cylindre.  II  considere  aussi  le  cas  oíi 
Touverture  est  nioindre  et  il  noninie  alors  la  eourbe  cyclonjlin- 
drica  secundaria.  II  traite  égalenient  de  dcux  auti'es  cOuibes 
planes  qu'il  appelle  la  quadvalix  et  le  locus  asymptolicus,  qui 
ne  sont  auti"es  que  le  huit  déjà  remai-qué  par  O.  de  S^  VI^cErsT 
et  la  couibe  appelée  aujouidliui  agnisienixc.  II  fail  voir  que  la 
cubature  de  Tonglet  cvlindrique  est  lepiésentée  par  la  quadra- 
ture de   la  quadratrix,  quadrature  qu'il  doiinc,  ainsi  que  celles 

ti 

de  la  eourbe  plus  générale  y  =  íc(l  ^a?-)'^,  de  Pagnesienne  et 
de  la  cyclocylindrica.  Célle  de  cette  dernièix-,  —  lu  seule  d'ail- 
lelirs  qu'il  dénionti"e, —  est  assez  siinple  pour  trouver  place 
ici:  soient  P  la  projection  du  point  M  d'une  ciiconféience  sur 
le  rayon  O  A  et  K  le  point  oíi  OM  cou|je  la  circonféi"ence  ayant 
OA  pour  diamètre:  les  ares,  AK,  AM  sont  égaux,  de  mènie 
que  les  droites  OK,  IMP;  de  sorte  (pie  si  on  porte,  peipendi- 
culaireuient  au  plan  du  papier,  les  liauteurs  KK',  MM',  les  deux 
courbes  eylind tiques,  lieux  des  points  K',  M',  développées  sur 
un  plan  seront  identiques;  oi"  le  premiei"  de  ces  lieux  n'est 
autre  que  la  cvclocylindrica  et  le  second,  Teilipse  limitant  Ton- 
glet   ;i    4  5°:    or   la    surface   de    ce  dernier  est    connue   d'après 

G.    DE    S/    Vl.NCEiNT. 

A  la  suite  de  cet  ouvrage,  Fkioiat  a  publié   sa  déinonstration 


(')  Ccttc  transfnrmation  pcut  se  rcpróseutcr  par  la  rclation  yy^^ax 
nonn.  d'ou  as  =  Cy^dx. 

Neil  et  Fermat  avaíent  égalcmont  fait  cette  découvertC;  la  prcmière  de 
ce  geure,  á  peu  prés  cn  inêine  teinps  que  VanHeukakt, 
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de  la  rectification  de  la  semi-cubique  basée  sur  un  théorème 
qu'on  peut  représenter  par  la  relation 

dt  >  y{dx  >  dt' 

t  et  t'  désignant  les  parties  de  tangentes  aux  extréniités  dun 
are  comprises  entre  les  ordonnées  correspondantes,  et  y\  Vov- 
donnée  correspondante  d' une  certaine  parabole.  Fermat  consi- 
dere les  courbes  définies  par  la  propriété  de  l'()rdí)nnée  de 
chacune  d'ètre  égale  h  1'arc  correspondant  de  la  precedente, 
et  donne  ce  théorème  qui  lui  a  servi  pour  constriiirc  la  tangente 
à  la  cycloide:  soit  sur  ovdonme  PiM  d.  une  courbe  OM,  la  lon- 
^uew  Pm  égale  à  Vare  OM,  la  tangente  en  M  est  a  la  sous-tan- 
genie  correspo?idanle  comme  Pm  est  a  la  sous-tangenle  au  lieu  du 
point  m. 

La  publication  des  lettres  de  Dicscartes  en  1G62  revela  di- 
verses  études  d'iin  grand  intéi'Ct  hislorique,  pai"mi  lesquelles 
nous  citerons :  le  folium,  dont  il  a  déja  été  parle  et  qui  fut 
proposé  à  UoBEfivAL  en  1038,  sous  les  deux  formes  x^-\-y^  =  axy 
et  ?/*  (« -|- 3a;)  ==  a;- (rt  —  x),  ce  qui  niontre  que  Descartes  savait 
cbangcr  d'axcs  de  coordonnées; — la  vraie  figure  du  plan  in- 
cline (mème  année)  qui  est  une  spii"ale  (spirale  logarillimique) 
dont  les  ares  sont  propoitionnels  aux  rayons  vecteurs  coi^res- 
pondants,  et  les  tangentes  égaiement  inclinées  sur  ces  inèmes 
veclcurs; — la  discussion  de  la  mélliode  des  tangentes  de 
Feioiat,  qui  amena  celui-ci  a  la  préscntcr  plus  clairement;  — 
la  théorie  des  roulettes  citée  plus  haut;  —  la  quadraturc,  les 
tangentes,  etc.  des  paraboles  des  degrés  supérieurs  (mème  an- 
née);—  en  1G39,  la  solution  du  problème  de  Dkbeaune,  qui  était 
de  déterminer  une  certaine  courbe  déíSnie  par  une  propriété 
de  sa  tangente  (*);  —  la  considération  de  la  courbe   quaflecte 


(')  Dans  respi-cc  il  s'agissait  de.  la  relation  [y  —  x)dj/  =  dx,  qui  con- 
duit  à  réíiuatioii  de  la  lo;[^!n-ithmi(ine.  Descauiks  iiioutro  que  cettc  courbe  a 
une  asymptotc.  et  qucZ/e  est  le  licii  de  riníerscctiou  de  dctix  droiíes  se  mnu- 
vaut  paraUhlcimid  à  el[es-in('me!<.  Vime  iniiformémciit  et  fantre  avec  une  vi- 
tesse  proportionnclle  à  sa  disfance  à  Vanympiole.  Cctte  défiuition  est  identique 
à  cclle  des  logarithmea  domiéc  par  Ni;i'i:r.  II  compreiíd  i'importauce  de 
ce  gcure  de  questious,  appclé  dopuis  probCeme  inveme  des  tangeides  ou  inte- 
grai ion  des  équatioits  dijjcrenticlles,  et  dont  Fkumat  avait  en  égaiement 
ridée.  11  reconnait  que  la  solution  n'est  pas  toujnurs  possible  et  parle  de 
plusieurs  théorèines  qu'il  a  trouvés  sur  ce  sujet.  11  remarque  ailleurs  que 
«les  tangentes  de  deus  ligncs  de  diverse  cspèce  nc  pcuvent  auoir  les  mes- 
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a  un  instant  donné  une  corde  pesante  primitlvement  horizon- 
tale  tonibant  vers  le  centre  de  la  terre,  courbe  qu'il  définit  par 
cette  condition  que  les  vecteures  dun  méme  point  dans  deux 
positions  diíTérentes  diíTèrent  d'une  constante,  ce  qui  équivaut 
n  la  condition  vs"^ -|- a*  =  p -p ^ ;  —  enfin  la  courbe  lieu  des  points 
dont  les  distances  h  des  points  donnés  aient  une  somme  don- 
née, 

Ricci  [Exercitalio  geométrica.   Home,   1666)  a  déniontrée  que 
le  maxinium  du  produit  x'^{l — xf  est   maximum  quand  on  a; 

X 


«  (*)  .    ,  .    .  ,  .        j 

7-=—  7-       ,   ce  qui  donne  aisenient  la  conslruction  des  tan- 

X  —  L        o 

gentes   aux   paraboles  (-),    leur  quadrature  (^),    leur   centi-e    de 

gravite,  etc.  toutes  choses  dont  on  n'avait  pas  jusqu'ici  de  dé- 

nionstration  rigoureuse. 

On  a  de  James  Guegory  Geometria  pars  universalis  (Padoue, 
1667),  oíi,  entre  autres  cboscs,  il  parle  de  la  logarithniique  et 
démonti"e  ces  reniarquables  ibéorènies: 

Sur  la  tangente  de  la  courbe  OM  et  sur  l^ordonníe  l^IM,  prenons 
Pm  et  MT  escales  a  Vare  OM:  la  droite  Tm  est  tan":enle  au  lieu 
de  AI. 

La  tangente  en  M  a  la  courbe  OM  coupe  Vaxe  des  x  au  point 
T  ou  on  (leve  Vordonme  Tm  t gale  a  Vordonnie  MP:  Vaire  balayíe 
par  Vordonme  nip  est  double  de  celle  balayie  dans  le  mime  temps 
par  la  tangente  MT. 

Si  Vordonnie  MP  dt  la  courbe  AM  et  le  vecteur  Om  de  la  courbe 
am  sont  partout  igaux,  de  mime  que  les  ares  AM,  am,  la  surface 
AO  PM  est  double  du  secteur  aom  et  les  angles  des  tangentes  en  M 
et  m  avec  PM  et  om  sont  igaux.  L'a.\e  des  x  de  la  prcmière 
courbe   est  Taxe  cVinvolutio?i   et  le  pòle  o  de   la  deuxième,  le 


mes  propiietez  spécifiques».  Cétait  dire  qu'iuie  courbe  peut  être  définie 
par  une  équation  différcntioUe. 

Dkbeaune  avait  donué  la  quadrature  de  cette  courbe  ainsi  défiuie,  ce 
qui  lui  valut  les  vifs  éloges  de  Dkscautes. 

{')  Voir  Progresso  matemático,  19UU.  pag.  51. 

(2)  Id.,  lOOfJ,  pag.  408. 

(')  La  seulc  démonstration  gcnérale  alors  ccnnue  de  la  relation 

,.      í:»"  1 

lim 


était  celle  de  Pascal,  publlée  sculement  en  1(jG5  et  basée  sur  la  difficile 
Bommation  des  puissances  semblablcs  des  termes  d'une  progression  ari- 
thmctique. 
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centre  (Vtvolution.  La  première  est  Vinvoluia  de  la  setíonde,' 
laquelle  esL  Vevoluta  de  la  première  (*). 

iVannée  suivunte,  le  mèine  auteur  publia  a  Londres  ,  ses. 
Exereilalionp  geometricce,  oíi  il  traile  de  la  quadralure  de  Taguti- 
sienne,  de  la  cissoide  et  de  la  conchoide,  ainsi  que  des  inté^ 
grales  J^jc'"  (a  +  íCy"  r/íc,  fsecxdx,  ftgxdx;—et  SLUZt,  a  Liège, 
la  deuxiènie  édition  de  son  Ma^olabum,  oíi  Ton  voit  la  quadra- 
lure et  les  centres  de  ^ravilé  des  peiles  3/"  — a;'' (1  —  a?)",  qu'il 
appelle  ellipsoidis,  paraboloidis  et  hyperboloidis  et  qu'il  compare 
aux  spirales;  il  montre  aussi  à  déterminer  lé  point  d'inflexion 
à  Taide  d'une  cissoide. 

INous  arrivons  au  célebre  ouvrage  de  Barrow,  Lccliones  geo- 
métrica: (Londres,  1669-72),  qui  a  exerce  une  si  grande  influence 
siir  Ics  progrès  de  la  géométrie  infinitésimale  et  du  calcul  difle- 
rentiel.  Les  problèmes  qu'il  traite  sont  trop  nonibrcux  poUr 
qu'on  puisse  en  citer  mème  simplement  Ics  énoncés,  en  langage 
vulí^aire:  mais  la  chose  est  laisable  si  on  rcprésenle  algébrique- 
inent  les  transformations  qu'il  propose.  Appellant  donc  cc,  y 
ou  p,  6  les  coordonnées  de  la  première  courbe;  /  et  n  la  sous- 
tangente  et  la  sous  normale  (^);  A  son  airc;  s  Tare;  T  et  V  la 
tangente  et  la  normale;  désignant  en  outre  les  grandeurs  cor- 
res])oiidantes  de  la  transforméc  j)ar  des  Índices;  on  pourra  ré- 
sumci"  ainsi  le  travail  de  Bauhow  : 

Saclianl    mcner    la    tangente    \\    la    courb(;    F  (ic,  ?/)  =  O,    ou 


(1)  Cettc  trausfonnation.  eutievuo  par  Wallis,  pout  se  rsprésenter  par 
les  relatiouc  y  =  çi^  x  =  CpdO.  On  en  tire  les  conséquences  suivantes: 

La  roulette  et  la  podaire  d^une  courbe  ont  entre  ellcs  la  rclation  d'invo- 
luta  à  évoltita. 

ííi  iine  courbe  roíile  òiir  son  involuta,  suivant  qu'cUe  roule  à  Uintcrienr  oh 
à  Vexicrieur,  le  centre  d'éculitiion  a  pour  trajectoire  la  base  d'éuoliilioii  ou 
vne  anlicanstiqiie  de  Vinvoluta.  .     _ 

Si  une  courbe  roule  sur  son  évohila,  suivant  (pie  Ic  motiremeiít  est  inté- 
rieur  on  extérieur,  la  base  d^involution  enveloppe  le  centre  d^évotution  ou 
Vanticaitstique  de  Vevoluta. 

Ij'inroluta  de  la  circonférenct  est  une  circonfércnce  de  rayon  double ;  celle  de 
la  rosaco.  p  =  sin  mO,  VelUpse  y~  -\-  mx^  =  1 ;  celle  du  lima(;on  y  =  a  cos  O  -|-b, 
une  trocholde;  celle  de  la  spirale  p"'  =  O  est  la  parabnle  my"'+'  =  (m-f-  1)  ^i 
celle  de  la  spirale  liypcrbolique,  nrw  logaritJimiqne;  celle  de  la  spirale  loga- 
rithmique,  une  droite.  L'evoluta  de  la  roulette  du  foyer  d'une  parabole  (chai- 
nette)  est  vne  droite;  celle  de  la  roulette  du  sommet  d'v7ie  parabole,  une  cis- 
soidi';  celle  de  V/iyperbole  x-  —  y-  ==!,/«  spirale  o  =  SbaO. 

Do  là  un  {jrand  iiombre  de  tlirorÍMiies  de  Caiíoan,  TscnnanAis,  Pascal, 

GiLllKRT,   Sl.i;ZK,    FkUMAT,   GuiDO-(ÍKANni,  VlVIANT,    StKINKK,  HaHICH,  ChASLES, 

Bksant,  MANin:iM,  ctc.  que  nous  uvons  rappélés  aillcurs.  (\'oir  </.  S.  1893, 
pag.  130.) 

(-')  Ahcuimkde  considerait  la  sous-tangonte  polaire;  Bakkow  y  ajoute 
la  considération  de  la  sous  normalo  polaire. 


/"(p,  d)  =  o,  construire  celle  de  la  transfonnée  de  cette  courbe 
définie  par  Vunc  des  relations  suivantes: 

y-2  =  y  +  yi-  pi  =  X'p. 


yyi  =  ^'. 

p2  =  Xpl  +  p> 

;C2  =  /iXi  +  Ix. 

ppi  =  «^ 

?/(2=/  +  «^ 

pi  =  p  +  a. 

I/i'  =  -y'-ha\ 

/•pi-=p  +  fl. 

2/1^  =  2/"  + í»-- 

/-pi-  =  <7p. 

2/i2/  =  «-. 

pi  =  p  +  5. 

-^■2/1  ^  3/  H-  ^' 

pi  =s. 

?/i  =  s. 

«pi  =  A. 

xyi  =  %5. 

pi^=A. 

/3/,=A. 

p2^  =  ppl. 

2/i'  =  A. 

xyi  =  ky.s,  xi  =  ks. 

On  reconnait  les  transft)rmées  appellées  inverses  cartésiennes, 
]{omothí tiques ,  inverses,  vonchoides;  de  là,  la  tangente  à  la  cir- 
conférence,  ;i  rhyperhole,  ;i  la  cissoide,  à  la  conchoide,  à  la 
spirale  et  :i  la  quadratice,  etc. 

Défiiiition  du  cappa  {^)  et  de  la  strophoule  (^)  obliques,  et 
construction  de  leur  tangentes.  Ensnite,  niéthode  hien  connue 
des  tangentes  de  Bakrou  (^)  et  application  au  cappa,  à  la  la- 
méenne  cc^-j-^^^l,  au  folium  (qu'il  appelle  la  Galamle),  \\  la 
quadi"atic'e  et  ;i  la  lan^entoide  .r  =  tg?/. 

Kelation    entre    la    quadiature   d'une   courbe   et   celle   de    sa 


(')  Van  Gutschoven  avait  ótudié  cette  courbe  dès  1662. 

(-)  RovEKiíAL  connaissait  en  1644:  cette  courbe  qu'il  appelait  VaUt  ou 
\a,  jAéroide :  il  lui  croyait  d"ailleurs  hi  forme  de  deux  strophoídes  réuniea 
par  leur  sommet  coinrnun. 

(3)   Voir,  par  exemple,  Prny.  Math.,  1899,  pag.  139. 
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ti'an.síorniée  définie  par  lune  dcs  relations; 


IjK^t. 

yix=  sj  ar- — ?/*. 

yi-^t^x. 

yit  =  ay. 

yi^n. 

yi-=t^  yyi^a- 

Xl  =  t. 

^9-t  =  Í7p2. 

ayi  =  A. 

pi-  =  [jn. 

yyi  =  A  Vx"^  -\-  y-. 

xi  =  {j,  y\  =/. 

yi^-=-y^  +  xK 

pií--=ap. 

yy,    - 1. 

pi  =  t. 

Et  quelques  autres  tliéorèincs  sur  les  cubatures,  les  centres 
de  gravite,  etc.  dont  les  suivanls: 

l^'^  =  ty,, 

yx-2  =  yip^  et     xi  =  p, 
Si  {  )  on  a  :  Al  =  Aa- 

xi  =  s        et   ?/iT  =  /y-2, 

xi  =  s        et   íp'2  =  p^i  í  1 

Le  mèmc  auteur,  dans  ses  Lcclionex  opticm  publiées  eii  mème 
teni[)s  que  Toiívraf^^e  jjrécèdent,  a  inontré  \\  déteniiiuer  le  point 
de  reiKoulre  de  deiix  ravons  (Tabord  parallèies  j)iiis  lélraclés 
jnir  une  suilaoe  spliérique,  j)rédulanl  ainsi  ii  la  déeouverle  des 
enveloppes  et  des  caustiques;  il  enseigne  aussi  la  nianière  d'uti- 
liser  la  slrojiliíVide  oblique  pour  Ia  trisection  de  Tangle  et  la 
solution  du  problèuie  d'.\i.-IlASKN. 

I.a  nièuie  année,  Wai.i.is  donne  sou  De  motu,  ou  se  trouvent 
la  déuioustralion  de  la  ([uadralure  de  la  eissoide,  par  IIuvgens, 
et  le  preniier  signe  d'intégration  quon  ait  employé,  la  notation 
omn.  reniplaçant  le  niot  «onínia»  de  (^avalieui. 

Avec  GuAuiM  (Eucliiles  auJactus,  Turin,  1(571),  se  perfertionne 
un  des  procedes  d'étude  des  courbes,  la  jn-nétralion  des  corps 
et  le  d<''veloppenient  sur  un  piau  dcs  surlaces  qui  contiennent 
leurs  iulersections. 

Sluzk  avait,  dés  1652,  découvert  le  inoyen  de  tracer  la  tan- 
gente d'une  courbe  délinie  par  une  íbnclion  iuiplicite;  il  la  pu- 
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blia,  sans  dénionstration,  dans  les  PT(*)  de  1G73,  ainsi  (jue  la 
formule  de  la  dérivée  de  a;",  qu'il  dit  déniontrer  en  utilisant 
cette  projjriété  du  développeinent 

^v>H  í/íl 


d'èli"e  forme  de  n  monomes  du  degré  n — 1. 

Cest  dans  Tadmirable  Horologiuvi  oscillatorium  (Paris,  l(i73), 
d'HcYGENS,  que  se  trouvent  exposées, — outre  de  belles  appli- 
cations  de  la  géométrie  infinitésimalc  à  la  dyuamique,  —  la 
théorie  de  Vevoluta  (développée),  qu'il  applique  a  la  cycloide 
et  au\  coniques.  II  en  tire  de  nouvelles  dénionstrations  de  la 
rectification  de  la  cycloide  et  de  la  senii-cubique.  II  donne  éga- 
lement  la  complanation  des  conoides,  qu'il  avait  annoncée  dans 
une  lettre  de  IfJòT  h  Schooten,  et  fait  connaitre  cette  belle  pro- 
priété  de  la  cycloide  détre  la  lautochrone,  c'est-à-dire  la  traje- 
ctoire  d'un  pendule  isocbi"one. 

Leus.mz  {Journal  des  savans,  1078),  indique  un  nouveau  se- 
gment  quarrable  de  la  cycloide:  celui  dont  la  corde  part  du 
sommet  et  aboutit  au  point  de  ceiíe  courbe  situe  au  milieu  de 
la  hauteur.  II  Tavait  fait  connaitre  en  1674.  Les  Bek.nouli.i  en 
ont  trouvé  plus  tard  un  granel  iiombre  d'anaIogues. 

Ce  n'est  qu'après  sa  morL  que,  malheureusement  pour  l'avan- 
cement  de  la  science,  furent  publiés  les  travaux  de  Feioiat  qui 
purent  ètre  recueillis  {Opera  Varia,  Toulouse,  1679).  Outre  ce 
que  nous  en  avons  déja  dit,  nous  v  vovons  que  dès  1629,  il 
avait  résolu  le  pi'oblème  de  Pappls  et  trouvé  sa  métbode  de 
maximis,  et  de  la  sa  métbode  des  tani^entes;  qu  en  1632  il  savait 
construire  la  tangente  a  la  concboide;  quen  1636,  il  quarrait 
la  spirale  p*  — 6;  quavant  Tapparition  de  la  Gfom/trie,  il  avait 
égalcmcnt  découvcrt  les  princij)es  de  la  géométrie  cailésienne, 
qu  il  a  exposés  plus  inétbodi(jueincnt,  mais  sans  les  apercus 
quy  avait  ajoutés  Descahies,  Icquel  en  avait  beaucoup  mieux 
saisi  la  baute  portée.  —  En  1636,  Uoiíeuval  lui  communique  la 
fermule 

1        .  lé  1       .    1 
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(•)  PhilosopJíicnl  Transactions. 

Nkwton  a  consigno  la  niême  découverte,  à  peu  prés  en  même  temos, 
dans  une  lettre;  u  Coi-lins. 


de  la  quadratura  des  paraboles  des  degrés  supérieurs;  il  Tin- 
forme  (ju'il  a  considere  depuis  lougteinps  les  tangentes  de  ia 
conchoide  coninie  detenninécs  par  des  équations  bicarrées,  que 
cette  courbe  a  des  points  «|)ar  lesquels  on  ne  peut  mener  de 
tangentes»  (points  d  inílexion).  FEinur  lui  répond  qu'ii  a  trouvé 
égalenient  la  niènie  lorniule,  au  nioyen  des  nonibres  figures  (*). 
—  En  1G38,  l"'i;iiMAr  léíligea  pour  Dkscaktks  sa  niéthode  de  ma- 
ximis  avec  application  ii  Ia  conslruclion  de  la  tangente  a  la  pa- 
rabole,  à  l'ellipse,  à  la  cissoide,  à  la  conchoide,  a  la  cycloide, 
à  la  quãdratrice,  et  peu  après  au  folium  et  ii  la  cartésienne. 
Roíii.RVAL  remarque  que  cette  dernière  possède  un  point  (double) 
«par  lequel  peuvent  passcr  deux  ovales  et  partant  y  avoir  deux 
tangentes»,  ce  que  Téquation  doit  faire  découvrir  (-).  —  Fermat 
indique  en  outre  une  niéthode  de  recherche  des  points  d  in- 
fléxion  basée  sur  la  détermination  du  niaximum  de  l'angle  de 
la  tangente  avec  une  droitc  fixe;  donne  une  elude  sur  le  degré 
des  courbes  eiiqilovées  à  la  solution  des  problènies,  la  quadra- 
ture  des  paraljoles  iondée  sur  la  considération  d'ordonnées  cor- 
respondant  ;i  des  abscisses  en  j)rogression  géoniétrique  (^),  enfin 
les  premicrs  exenqiles  de  quadratures  analytiques  qu'on  ait 
encore  vues,  ou  il  evite  les  radicaux  au  nioyen  de  subslitutions 
heureuseinent  choisies:  nous  en  rapporlerons  quelques-unes  ex- 
posées  ;i  la  nianière  nioderne. 

Soit  le  huit  2/^  =  íc-  —  £c'\   En  posant  y  —  ux,  d'oCi  m--|-íb^=1, 
il  viendra : 

Ijydx  =  ij  uxí/x  =  x-u  —fx-du  =  x-u  — /'(l  —  u-)  du  (*) 

Cette  courbe  est  donc  absoluniont  quarrable. 

Pour  le  folium  x^-\-y'^=xy,  on  posera  y=^ux'^,  d'ou  u^x^=u — 1, 


(')  Probablement  la  niéthode  que  nous  iivons  indiquée  Prog.  Mat.,  1900, 
p;ig.  4()H. 

(2)  CiiASLEs  ue  parait  pati  avoir  romarquó  ce  passaf^e  (Ap  hist..  pag.  162). 

(3)  Voir,  par  exemple,  Prog.  Mat.  (IS)i.O,  pag.  -410).  Cette  mrtliode  et 
ccUe  dos  tangentes  aux  courbes  tianscendantes,  niontrent  avee  quelle  ha- 
bilcté  Fkkmat  ettectuait  la  8ul)stitution  d'infÍMÍment  petits  de  même  ordre. 

(*)  La  mênic  8ul)Stitution  dans  Icquatioii  de  Vanguinea  7/(1  +  x^)  =  x, 
donne 

2j^gdx  ^  itx'  —  j du . 

La  quadratuie  de  cette  courbe  3"obtu'nt  donc  au  moycn  des  logarithmes. 


et  de  In, 

Zjy(lx=fZux-clx^fu(l{x'^)  =  ux'^ — Jx'^(lu  =  ux^ — /  - — õ—du  (*)- 
Conclusion  analoffue. 

V 

Dans  Vagnésiemie  y'^x-\-x^  1,  chaiif^^eons  se  en  w-  et  ?/  en  — , 
dou  v"^  -\-u^  =  \  \  il  viendra  ^ 

fyclx  =  ^Jvdu{^). 

La  quadralure  de  cette  coiirbe,  qui  lui  avait  été  proposée  «ab 
erudito  geometra))(^).  se  ramèue  donc  ii  celle  du  cerole  i'^-fw^=l. 
Fermat  ajoute  que  la  nième  niétliode  convient  a  Ia  dioclea  (^). 


(')  Cette  snbstitution,  dans  róquation  de  Va  piriforme,  y~  =  x^  —  a;*, 
montre   que   la  quadrature  de  cette  courbe  se  lamène  à  celle  du  cercle 

u'  -\-  X^  ^  X. 

En  general,  écrivons  7/^  í/a;""-',  d'óu  mjydx==--ttx"' — Jx"'ãu.  Oji  obtien- 
dra  une  iníinité  de  courbes  quadiables  en  posant 

yx""^  j 

si  rexpression  F  (s)  dz  est  intégrable. 

(')  De  même  jjour  x  =  «-•,  y  =^  vu~^  on  a  ydx  =  —  vdu-^  et  en  general, 
si  on  pose  x  =  W",  ?/  =:  i-m-"'+',  il  viendra  ydx  =  avdu.  De  là  le  moyen  de 
déterminer  une  infinité  de  courbes  dont  la  quadrature  se  raniène  à  celle 
de  la  parabole,  de  l'ellipse,  etc. 

{^)  Lalouvkrio,  qui  dit  tenir  cette  quadrature  de  Fermat. 

{*)  La  cissoide.  —  Ne  scrait-ce  pas  cette  solution  que  Fkrmat  avait 
en  vue?  Dans  Téquation  y^  (1  —  x) -■=  x^^  faisons  í/ :=  j-r-',  il  viendra 
X  —  X-  =  u'*,  d'ou,  en  ditférentiant,  nuiltipliaut  par  x  et  remplaçant  x  —  x- 
par  V-, 

x-dx  =  v''dx  —  2v'xdx.     d'ou     Çydx=^j'vdx  —  2Cxdv==^vx  —  B  fxdv. 

La  quadrature  est  ainsi  ranienóe  á  celle  du  cercle  x —  a;2  =  v'. 

Jean  Bernoulli  et  le  Makquis  dk  l'Hospital  ont  einployé  des  métliodes 
semblables  pour  la  folium :  on  verra  la  première  dans  le  'Tratado  de 
M.  Gomes  Teixeira,  pag.  58;  voici  la  seconde :  difterentioiís,  multiplions 
par  y  et  remplaçons  y^  par  xy  —  x^,  il  viendra  Texpressiou  intégrable 

Cnjdx  =^  3  {xdy  -f  ydx)  —     '^^  ^~^        . 

La  même  substitution  y  =  x-v—^  dans  Téquation  du  cappa  x*  ■=  í/^  —  y^x^ 
donne 

ii2  _|_  X-  =  1  ,     =  —  xdv ,     2j^ydx  =  — J^xdo  . 

II  y  aurait,  à  gcnéraliser  ces  résultats,  d'utile3  exercices  élémentaires  de 
calcui  integral.  Nous  en  avons  donné  un  aperçu,  J.  6'.,  1893  (liech.  de 
courbes  quarrábles  et  rectifiables). 
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TscHiRMiAUS  comniuniqua  eu  1682  a  \'j/c.  des  Sc.  de  Paris, 
la  théorie  des  cauatiquex,  qui  lui  avait  été  suggérée  par  LeibMz. 
TscHiRMiAUS  considere  seulcincnt  des  i-ayons  jjarallèles,  et 
comine  dirimnnte ,  le  cercle.  Les  BEu^olLI.I  ont  porlé  cette  théo- 
rie a  son  enlière  perfection. 

L'ann(''e  1(584  n)ar(|iie  une  date  niéinoiablc  dans  rhistoire  du 
cahul  diffirentiel.  C>'est  a  cetle  époque  que  Lkihmz  publia,  dans 
les  A.  E.  (*j,  sa  célebre  Nova  Metliodux,  ou  11  expose  les  prin- 
cipes  de  ce  calcul.  Au  point  de  vue  de  notre  étude,  nous  cite- 
rons:  les  formules  donnant  les  dilVérentielles  d'une  somme, 
d'un  produit,  dun  quotient,  d  une  puissance  eutière  ou  fra- 
ctionnaire;  celle  de  la  sous-tangente,  et  son  applicalion  à  la 
cvcloíde,  au  lieu  des  points  dont  la  somme  de  leurs  distances 
à  des  points  fixes  est  donnée,  enfm  au  problème  de  Deueaunk. 
II  a  également  étudié,  dans  le  mème  volume,  ce  qu'il  appelle 
la  quadratricc  d'une  courbe,  c'est-ii-dire  celle  dont  les  ordon- 
nées  représentent  la  surlace  de  cette  courbe,  ou  la  transformée 

Wai.lis  a  publiée,  en  1089,  un  étude  du  cono-cuneus  et  de 
ses  sections  perpendiculaires  aux  plans  diamélraux,  lesquelles 
sont  de  la  forme  ay=^{x-{-b)  y  c^  —  x^,  géneralisations  du  huit. 
Ces  eludes  avaient  été  divulguées  par  Wai.lis  en   1()()2. 

Tsc^In^HAUS  [Medicina  mentis,  Amsterdam,  1680),  propose 
une  méthode  universelle  de  concevoir  les  courbes  comme  pro- 
duites  ])ar  le  moven  d'un  stylet  tendant  des  fils  enroulés  autour 
de  points  ou  de  courbes  fixes.  La  méme  année,  Leibmiz  émet 
les  premières  idées  sur  V osculalioii  en  general-,  il  propose,  Tan- 
née  suivanlc,  la  recherche  de  la  courbe  isoc/irone,  c'est-a-dire 
celle  d'un  grave  descendam  également  dans  des  temps  égaux: 
la  solution  fut  donnée  par  IIuyc.ens,  Leiiímz  et  .Jacqles  Beu>oulli, 
qui  trouvèrent  que  celle  courbe  n'est  autre  que  la  semi-cubique. 

Dans  ses  admirables  P/n7osuj>//i(c  naluralis  principia  (Londres, 
168"),  INewto.n  a  donné,  à  tilie  de  lemmes  ou  de  corollaires  un 
certain  nombre  de  propositions  importantes  de  géométrie,  dont 
nous  citerons  ce  qui  suit; 

A  la  limite,  le  rapport  d'un  are,  de  sa  corde  et  de  sa  projection 
sur  une  tangente  est  iuniti'. 

A  la  limite,  le  rapport  des  carris  de  dctix  cordcs  par  alicies  est 
égal  a  celui  des  flèclies  correspondantes. 

La  considération  des  anglcs  de  contact  de  divers  ordrcs. 

Lapplication  aux  coniqucs  et  a  la  spirale   logarilhiuii|uc  de 


(')  Acta  eriídilorum  Lipsiaisce. 


la  théorie  cies  forces  centrales  et  de  l'étutle  des  trajectoires 
dans  des  niilieux  résistants. 

La  conslruclion  dunc  conique  passant  par  cinq  points  don- 
nés,  en  eniployant  deux  angles  tournant  autour  de  leurs  som- 
mets.  Lune  des  intersections  décrivant  une  droite,  Tautre  dé- 
crit  la  conique. 

La  méthode  déjii  indiquée  pour  changer  une  figure  en  une 
autre  de  ménie  genre  mais  plus  siniple,  avec  cette  remarque 
que  les  tangents  se  con-espondent, 

li  y  a  lieu  de  distinguer  les  courbes  simples  (dont  Téquation  est 
irréductible)  des  courbes  composies,  et  celles  quune  droil  peut  ren- 
contrer  en  un  nombre  fiiii  de  points,  de  celles  qui  peuvent  Ictre  en 
une  infinití  de  points. 

Une  courbe  du  n*  degré  peut  itre  coupie  en  n  points  par  une 
droite.  Deux  courbes  de  degrés  ni  et  n  ne  penvent  se  coupcr  en  plus 
de  mn  points. 

Une  figure  ovale  ne  peut  être  quarrée  in  rectifue  par  un  expres- 
sion  dun  nombre  fini  de  termes.  Autrement,  en  prenanl  un  point 
inlérieur  comme  pòlc  et  construisant  les  deux  spirales  dont  les 
vecteurs  croissent  comme  les  aires  (^)  ou  comme  les  ares  cor- 
respondants  de  la  proposéc,  tcnite  droite  passant  par  le  pòle 
coupera  Tune  et  lautrc  spirales  en  une  infinilé  de  points,  de 
sorte  que  Téquation  donnant  la  quadrature  ou  la  rectiíication 
doit  étre  d'un  degré  infini  (-j. 

Kectificalion  et  développée  de  lépicycloide. 

Solution  du  problème  de  Keplek  {})  à  Taide  de  la  trochoide. 

Quadrature  approchée  dune  courbe,  dont  on  donne  diverses 
ordonnées;  la  solution,  divulguée  cn  1676  et  étendue  plus  tard 


(^)  Newton  suppose  qu'un  point  so  ment  sur  le  vccteur  de  la  première 
spirale,  avec  une  vitesse  proportionnelle  au  carré  du  vecteur  de  la  propo- 
sce,  ce  qui  donue 

^^  ■=  2/.-o2     d'ou     o,  =  2/.-  Ço^m  =  KA. 

('')  L'expre3siou  de  la  reetificatiou  d'un  certain  are  droit  donner  non 
seulement  celle  de  cet  are,  mais  encore  celles  de  tous  les  arca  obtenus  en 
lui  ajoutant  un  nombre  quelconque  de  tours. 

On  a  objectt'-  à  ce  théoième  de  Newton  que  la  lemniseate  est  absolu- 
ment  quarrable.  mais  cette  objection  tombe  quand  on  remarque  que  cette 
courbe  nest  pas  ovale,  et  que  par  suite  de  so:i  point  double,  les  secteurs 
B'augmentent  tautõt  positivement,  tantôt  négativenient  et  que  rien  n'em- 
pêche  par  suite  quil  passe  par  des  valeurs  périodiques. 

(^j  On  sait  qu'il  s'agit  de  partagcr  un  secteur  focal  d'ellipse  en  propor- 
tion  donnée. 
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par  Newton  lui-niènie,  Cotes  et  Stirling,  s'obtient  en  faisant 
passer  une  courhe  pardbolique  par  les  extrémités  des  ordonnées 
et  qiiarrant  par  les  niélhodes  ordinaires. 

Les  sinus  des  ravons  iiuidents,  ])uis  réfractés  par  Tovale  de 
DtsCARTES,   étant  dans   le  rapport  de  k  à   /,  on  aura  entre  ces 

nienies  ravons  la  relalion  -~-  =  -7-,  d  ou  Je  nioven  de  constiuire 

(f{n        i 
cette  courhe  par  des  intersections  darc  de  cercles. 

Eníin  la  déterniination  du  solide  de  moindre  rcsistance,  pre- 
niier  exemple  d'un  genre  de  problèmes  dont  le  príncipe  est 
devenu  le  cafcul  des  variations. 

Leiiím/  {A.  E.,  1689),  signale  plusieurs  généralisations  des 
causliques,  par  réfraction  et  par  double  réfiexion,  sur  une  ou 
deux    courbes,    aux(pielles    il    donne    les    nonis    á'aramj)ta    et  jM 

á^aclasta.  II  propose  ensuite  lélude  de  la  courbe  que  parcourt  ■ 

un  grave  s'approcliant  uniformément  d'un  point  fixe,  Visochrona 
varacentrica. 

Dans  son  trop  longlemps  niéconnu  Ivailè  de  la  lumihe  (Leide, 
1690),  lu  treize  ans  auparavant  à  V Acadimic  des  sciences,  Huygens 
reslitue  la  luéthode  probable  de  Descautes  dans  la  recher^he 
de  ses  ovales  (*)•,  examine  Vondei^^  correspondant  à  des  ravons 
parallèles  et  réfractés  par  un  cercie,  c'est-à-dire  la  ligne  (3),  qui 
coupe  ceux-ci  \\  angles  droits;  il  Irouve  que  cette  onde  est  la 
développée  de  Tenveloppc  (^)  de  ces  mèmes  ravons,  laquelle  il 
montre  ètre  une  épicycloide.   Dans  le  cas  de  ravons  réflécbis, 

cette  épicycloide  est  d'indicc  — .    Dans  un  traité  annexé  sur   la 

cause  de  la  pesanteur,  il  donne  la  tangente,  la  quadrature,  la 
reclification  de  la  logarithmique  ou  logistique,  a  laquelle  il  donne 
ces  deux  noms;  il  dénomme  aussi  la  soutangenle  (sic). 

La  mème  année,  Jacques  Beunoulli  {A.  E.)  propose  Tétude 
de  la  calenaria  (chainettc).  L'année  suivante,  il  étudie  la  pará- 
bola helicoidis  ou  spiralis  parabólica  (1  — [jf^b,  déja  considérée 
par  Fehmat,  ainsi  que  la  spirale  logarlllimique  et  la  loxodromie, 
en  se  servant  du  nouveau  calcul  tle  Leiismz;  et  propose,  à  l'ins- 
tigation  de  ce  dernier,   Tétude  de  Velaslica  ou  elaterum  curva- 


(•)  Soit  du  l'élément  de  la  normale,  on  a: 

k         8Ín  a  d  {u  sin  a)  dp         /  dp  PQ       P^ 


l         sin  ai         d  (usinai)        dpi       /dpi       PiQ        Pi" 

(*)  On  rappolle  aiijouirriun,  d'aprè8  Quételet,  Ia  caustiqne  secondaire. 
(^)  Trajectoire  ortliogonale. 
(*)  Caustique. 
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lura.  A  noter  de  .Tacques  Bernouli.i  cette  importante  remarque 
que  Ton  peut  assigner  sur  la  parábola  helicoidis  deux  ares  dont 
la  diíTérence  est  exprimable  algébriquement. 

Cette  mème  année  1691,  Jean  Bernoulli  propose  Tétude  de 
la  velaria  ou  figura  veli;  et  Ozanam  {Diclionnaire  mathímatique , 
Paris,  1()9I),  íait  voir  pour  la  première  fois,  Téquatiou  de  la 
stroplioide,  de  la  cyiioíde  gioiwtriqtie  (cardioide)  et  de  la  con- 
choíde ;  la  construelion  de  la  tanj^cnte  à  la  sinusóide  et  à  la 
courbe  p=  1  +  6;  cette  remarque  que  le  lieu  de  1'intersection  deu 
tangentex  aux  points  correspo?ida/i(s  de  la.  cycloide  et  du  cercle, 
neai  autre  que  la  diveloppante  du  mnnc  cercle;  enfin  la  description 
par  points  de  Xellipse  de  Casdni. 

L'importante  tliéorie  des  enveloppes  et  de  la  diíTérentiation  de 
curva  incurvavi  (des  paramèlres)  a  été  exposée  par  Leiumz  [A. 
E.,  1642),  Tannée  et  daiw  le  recueil  ou  Jean  Bernoulli  perfe- 
ctionne  la  théorie  des  caustiques  et  imagine  la  courbe  appelée 
depuis  axlroidc;  —  oú  Jacques  Bernoulli  étend  cette  mème  théo- 
rie à  Vanti  evoluta  (lieu  du  symétrique  du  centre  de  courbure 
relativcment  à  la  tangente),  à  ]a  peri-caustica  (lieu  du  syniétrique 
d'un  point  de  la  caustique  par  rapport  au  point  correspondant 
sur  la  courbe  donnée)  et  à  V anti-carixiica  (homothétique  de  la 
podaire);  —  et  oíi  Viviani  propose  sa  fameuse  jílnigma  geome- 
tricum,  qui  se  réduisait,  comme  on  sait,  \\  déterminer  sur  la 
splière  des  surfaces  quarrables.  Leirniz  en  donna  immédiate- 
ment  plusieurs  solutions  qui  se  réduiscnt  aux  deux  constru- 
ctions  suivantes:  projection  sphérique  du  scutum  (surface  de 
Tonglet  demi-cylindrique,  laqucllc  est  quarrable),  et  surface 
sphérique  (carhasa)  limitée  par  Vanli-projcction  du  cercle  cons- 
truit  sur  une  rayon  de  Pétpiateur  comme  diamètre.  On  rappor- 
tera  également  celles  de  Jacques  Bernoulli,  qui  peuvent  servir 
d'exercices,  a  part  leur  intéièt  propre:  soit  un  grand  cercle 
PLK  passant  par  le  pòle  V,  et  un  point  variable  K  sur  Téqua 
teur;  on  prend  Ics  ares  KL,  AK  ou  leurs  sinus  toujours  cn 
mème  proportion;  les  deux  lieux  de  L  ainsi  definis  résolvent  le 
problème.  —  Voici  une  autre  solution  du  mème:  dans  le  plan 
de  Téquateur  AHI^,  traçons  une  sui'face  quai"rable  quelconque, 
qui  soit  coupée  en  L  par  le  rayon  OLK,  et  soit  II  le  milicu  de 
Tare  AK;   le  plan   mené  parallèlcment  à   Téquateur  ;»  une  dis- 

OL- 

tance  du  pòle  P,  égale  à  ,    coupe    Tare    PII   en   un    point 

OK 

dont  le  lieu  répond  ;i  la  qucstion  (*). 


(')  Jacquks  et  Jean  Bí:unouli-i  ont  depuis  ctendu  cette  questiou   aux 
conoides. 
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La  solution  de  Viviam  consistait  a  forer  la  sphère  par  deux 
cylindres  de  rayon  inoitié  nioindre:  c'est  donc  la  seconde  de 
Lkibmz.  La  courbc  qui  eii  résullait  (vivianienne)  était  d'ailleurs 
coniiue;  c'étail  la  cyclocylindrica  do  Robf.uval  et  de  Lalouvère 
que  ce  dernier  avait  du  reste  remarquée  élre  une  courbe  sphé- 
rique  (*).  —  Dans  l'opuscule  Curioza  Esercitazione  matematiche 
(Floronce,  1GÍ)2),  Viviam  donne  à  Ia  suríace  sphérique  le  nom  de 
vela  quadrabilc  fwrenf.ina,  et  remarque  en  oulre  que  la  surface 
latêrale  intérieure  du  cylindre  est  égalevienl  quanahle,  —  e'est  le 
tliéorènie  de  Robebval,  —  et  que  la  lectificalion  de  la  courbe  se 
ramène  a  celle  d'une  ellipse  aisément  dilerminable. 

Parurent  en  1693:  los  travaux  de  Robkrval  {Diverses  ouvrages 
de  Mesxieurs  de  V Académie)  Icsqueis  conipi-ennent,  outre  diverses 
clioses  déjit  citécs,  la  quadrature  de  la  conclioide  et  du  Ihnaçon 
de  Monneur  (Etienne)  Paacal,  au  moyen  de  Tintégrale  fsin^xdx, 
qu'il  connaissait  en  1638;  —  la  théorie  des  tangentes  adniise 
définitivement  depuis  (zV/.),  par  IIuygens,  qui  lavait  divulguée 
dès  1663;  —  la  solulicni  du  problènie  de  la  ^/-«f/or/rt!  (tractrice), 
par  Leuímz  (A.  E.)  \\  qui  elle  avait  été  proposéc  par  Perrault  (-); 
—  enfin  le  second  volume  des  Opera,  de  Wallis,  qui  contient 
quelques  découvertes  de  Newton  remontant  à  plus  de  dix-huit 
ans;  c'est  ainsi  qu'on  voit  pour  la  preniiòre  fois:  la  formule  du 
binome,  présentée  de  cette  manière 


I 


m  —  n 


P  +  PQ  «  =.p  — +  —  AQ4 — ,, BQ  + 

n         n  zn 

m  —  ln^,^.    ,    ?«— 371^^^   , 

— ^ (^Q  H 7 I>Q  +  ctc. 

õn  An 

A,  B,  C, .  .  .  désignant  les  termes  successifs;  le  parallclogramme 
analytique,  donl  Stiri.inc,  de  Gua  et  Cramer  ont  plus  tard  nion- 
ti'é  rinqiortauce  pour  Tétude  des  coui"bes;  la  séiúe  domiant  la 
recliíiealion  de  l'ellij)se;  Taire  de  la  quadi-atice  et  sa  reetifica- 
tion,    des   approximations   des   ares    circulaires,    les    intégralcs 


(1)  T.a  vivianienne  se  projelte  en  vraie  grandeiir  snr  le  cylindre  circons- 
crit  à  la  spJihre  (Colligxon),  et  sa  projection  apres  développement  est  une 
sinusóide  (Roukuval).  De  plus  ellr  est  la  courbe  dont  les  accroissemenfs  sont 
éíjaiix  en  longitude  et  en  latitude  (Jean  Bkhnuulli)  et  la  stéréogra]ihique  de  la 
lemniscate  (d'Ai!itiisT).  Nou#  avons  doiiné  plusieurs  autres  dcíinitions  de 
cette  courbe  cólrbie  {J.  S.,  18it5). 

(')  Sluze  parle,  dans  une  lettre  à  Huygens  datée  en  1662,  de  la  coilrbe 
dont  les  tangentes  sont  égales. 
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f{e-\-fz'')^'x^(h,  f(f+ez-'^i)^z^'^'^dz,  diverses  autres  quadra- 
tures  emplovant  la  formule  du  binome,  et  enfin  un  essai  d'inté- 
gration  des  équations  difitTenlielles  en  crénéral. 

l.AHinE  publia  cn  1G94,  un  travail  sur  les  épicycloídes  (J.  S.)  (*) 
oii  il  avance  (jue  Desargues  avait  appliqué  ces  courbes  au  trace 
des  en^rcnnges.  —  La  niènie  année,  Jacques  Beunoui.li  (J.  E.) 
donna  l'équation  diílerentielle  de  1  elástica,  son  identification 
avec  la  linlearia  (courbe  d'un  linge  pressé  par  un  liquide),  la 
solution  de  risochrona  paracentrica,  quMl  construit  nioyennant 
la  rectification  de  Telastica  ou  d'une  nouvelle  courbe  qu  il  ap- 
pelle  lemniaci  (nceud  de  ruban.  Galeis)  ou  curva  lemniscafa. — 
(^est  également  en  1G9Í,  {A.  E.)  que  Jean  Bernoulu  fit  con- 
naitre  sa  célebre  formule 

^V7^  z'^d-n  z'*(Pn 

Integr.  ndz  =  nz—^-^+^^^.^^^^,-^,^^^^^^^^^  etc. 

identique  a  célle  que  Taylor  n'a  donnée  qu'en  1715. 

En  1695,  nous  voyons:  la  solution,  par  THospital,  Leibmz  et 
•Iacques  Bernoulli  {A.  E.)  de  la  curva  aquilíbralionis  (courbe  du 
pont-levis)  proposée  à  1 'Hospital  par  Sauveur,  et  qui  n'est  aulre 
qu'un  limaçon;  —  les  théorèmes  relalifs  à  la  diílérence  des  ares 
(Jean  Bernoulli)  et  des  aires  (Leibmz)  de  deux  développantes 
parallèles;  —  enfin  V Analysh  infmílorum,  de  Nieuwemút  (Amster- 
dam),  essai  dexposition  élémentaire,  à  la  nmnière  de  Barrow, 
des  nouvelles  méthodes  infinitésimales.  Dans  cet  ouvi^age,  qu'a 
vile  faít  oublier  celui  dont  nous  parlons  au  paragraphe  suivant, 
nous  relevons  quelques  nouveaux  problènies:  les  transforma- 
tions 

yr-^yyu    ?/i  =  F(?/),    pi=F(p),    p,^— p2=i,    xx^^y"-,    í»i-:T-, 

la  tangente  à  la  lanuenne  j;"-[~3/"=  1  \  1^  courbe  y^=^\\  la  rcla- 
tion  qui  lie  Tevoluta  (au  sens  de  Gre(;ory)  d'une  courbe  avec 
sa  curva  subtangentialis  [y\  ==y,  x\  =  t)  et  sa  transformée  2/2  =  p, 
x-2  =  rj6;  enfin  plusieurs  questions  dépendant  de  la  méthode 
inverse  des  tang-entes. 

Les  principes  du  calcui  difíerentiel  ont  été  donnés  par  le 
niarquis  de  THospirAL,  dans  son  yínalyse  des  iiifinhnejU  petiís 
(Paris,  1G96),  rédigée  daprès  les  leçons  de  Jean  BER^0ULLI. 
Nous   en   literons,    comine   nouvelles   acquisiiions   ii  la  théorie 


0)  Mémoires  de  VAcadémie  des  sciences,  de  Paris. 
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des  courbes-,  la  démoiistration  des  régies  de  la  Nova  Methodus; 

—  la  recherche  de  rasymptí^le  de  la  courbe  y"^  —  oc^  =  y\  —  la 
tangente  aux  courbes  définies  par  les  transfoi-inations 

yK=y^V{\),    2/i=F(l),     7/,  =  V{y,yi),     {h=V{s),     p2  =  F(p,pi), 

connaissant  celle  de  sa  proposée;  —  la  tangente  ii  diverses  gé- 
néralisations  des  perles,  da  trident,  de  la  cissoide,  de  la  loga- 
rithniique,  de  la  tractrice;  au  lieu  (*)  dii  somniet  d'un  angle 
mobile  dont  les  côtés  loiídient  deux  courbes  données;  au  lieu 
d'un  point  dunc  dioite  dont  dcux  andes  points  glissent  sur 
deux  courbes  données;  —  la  détenninalion  du  point  d'inllexion 
de  la  cycloide  raccourcie,  et  de  la  courbe  (p  —  sec6)psec6=  1  (^)*, 

—  Tétude  des  points  de  rebroussement  des  deux  espèces,  avec 
application  a  la  courbe  déíinie  par  la  relation  x -\- 1  ^=  k'V  ou 
l,i/ds  -xdy  —  ydx\  —  la  preuve  de  Texistence  des  points  de  re- 
broussement de  seconde  espèce  (•*)  tirée  de  la  forme  de  la  dé- 
veloppée  dune  courbe  à  inflexion:  —  Tétude  des  développées 
des  courbes  définies  par  des  coordonnées  cartésiennes  ou  po- 
laires;  —  ces  deux  remarques:  la  roulelte  d'une  courbe  roulant 
sy7nétri(juement  sur  celle  courbe  esl  une  développante  de  sa  causlt- 
que,  et  si  la  caustique  par  réfraction  se  réduit  a  un  point,  la 
courbe  est  un  ovale  de  Descartes;  —  ihéorie  des  enveloppes,  cn 
parliculier  celle  des  circonférences  ayant  pour  centres  les  pieds 
des  ordonnées  et  celles  ci  pour  ravons,  celle  des  droites  joig- 
nant  les  pieds  des  perpendiculaiies  abaissées  de  cbaíjue  point 
dune  courbe  sur  les  axes  de  coordonnées,  celle  d'une  droite 
dont  deux  points  glissent  sur  deux  droites  données,  enfin  celle 
des  droites  joignant  les  points  de  contact  des  couples  de  tan- 
gentes menées  des  points  d'une  courbe  donnée  a  deux  autres 
courbes  données:  le  problème  inverse  de  ce  dcrnier  (lieu  des 
intersections  des  tangentes  a  deux  courbes  en  des  points  ou  les 
coupe  une  tangente  h  une  troisicme  courbe  donnée),  est  une 
généralisation  de  théorèmes  connus  sur  les  coniques. 

Cest  celte  méme  annnée  IGIK),  que  .Iacquks  Bernoui.i.i,  géné- 
ralisant,  suivanl  sa  coutume,  le  problème  de  Debeaum:,  donna 
[A.  E.)  la  solution  de  léquation 

ady  =  ypdx  -{-  by^Ujdx, 


(•)  Appelé  aujourílMuii  isopfique., 

C^)  Ai)pol(''e  auiourd'luii  coiichoide  slnzierine  du  noir.  dn  géoinòtre  qui 
Tavait  riMiianiuro  lo  premier  vers  1G73.  Voir  le  t.  iv  des  Oeuvres  dlIi^vGKNs. 

m  Malfíié  rexamen  détaillé  des  développées  des  courbes  à  inHexions 
par  riIitspiTAL,  cette  existence  fut  longtemps  discutée. 
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la  première  de  ce  genre  quon  ait  encore  abordée;  —  que  Jean 
Bernouli.i  (?V/.)  fit  celte  leniaiíjue  que  la  sinTace  d'uue  figure 
décrile  sur  la  surface  dune  cone  droit  est  ;i  sa  projection  sur 
la  base  comme  le  còté  du  cone  au  rayon  de  la  base  (*);  —  et 
proposa  {id.)  Tétude  de  la  brachystochione,  que  Gai.ilée  avait 
crue  un  areie  de  cercle,  et  dont  la  solulion  exacle  fut  Irouvée 
peu  après  par  Leib.mz,  Newton,  les  Ber.noulli  et  riIospiTAi.;  — 
que  NicoLAS  De  spiralibua  kyperbolici^  et  lineis  h^aritfnnicis,  Tou- 
louse), étudia  les  evoluta  de  plusieurs  courbes  et  démontra  les 
théorèmes  de  Huygens  sur  la  logarithniique;  —  enfin  que  Hallev 
[P.  T.)  montra  que  la  sttiuographique  de  la  loxodroniie  est  une 
spirale  logarilbníique. 

La  théorie  des  trajectoires  orlhogonales,  ainsi  que  celles  du 
calcul  exponentiel,  des  courbes  giodisiques  et  des  courbes  isopíri- 
melres,  datent  de  1967.  Jean  Berínoulli  (Journal  des  savans),  pro- 
posa, d'une  part,  la  reclierche  de  la  courbe  coupant  normale- 
ment  les  cycloídes  de  nième  base  et  de  nième  origine,  —  courbe 
qu'il  appelle  sijnchrone  parce  que  totites  ces  portions  de  cycloí- 
des sont  parcourues  dans  des  tenips  égaux,  —  ainsi  que  les 
logarilbníiques  de  mème  axe  et  passant  par  un  ménie  point; 
daulre  part  1'étude  des  courbes  de  longueur  minimum  entre 
deux  points  donnés  sur  une  surface  donnée,  et  de  celles  qui 
retranchent  des  courbes  d'une  ménie  famille  des  ares  ou  des 
scgnients  égaux  a  partir  de  loi-igine  ("-)•,  enfin  Tétude  des  cour- 
bes xf^  =  y,  £c2/^l,  x^  =  yy. — Jacqles  résolut  en  1698,  la  pre- 
niière  de  ces  questions,  en  Tétendant  au  cas  de  la  parabole  se 
niouvant  de  diverses  manières  et  à  la  parabole  cubique.  Jean 
y  est  levenu  d'ailleurs  plus  tard  et  a  complètenient  elucide  le 
problènie. — La  troisiènie  question  ne  le  fut  pleinement  que 
par  áon  auteur,  en  1728. — Quant  ;i  la  dernière, -^  généralisa- 
tion  du  problème  de  la  brackystoclirone,  et  par  laquelle  on  se 
propose  de  délerniiner  parini  les  courbes  isopérimètres,  celle 


(1)  Delà,  eette  transformation,  que  nous  avons  appelée  áuctévolvtion, 
qui  revient  à  la  considération  des  formules  oj  =  A'p,  ()|  ^k(i  [J.  S.,  1895, 
pag  200)  et  qui  donne  immédiateinent  la  quadrature  et  la  rectification 
d'un  grand  nombre  de  courbes.  La  droite,  le  cercle,  le  cappa  ont  respecti- 
vement  pour  dudécolnée  Vépi  o  =  sec  U),  la  rosace  o  =  cos  AO,  le  nveud 
p  =  tgÂ:íl.  Si  une  droite  et  ime  courbe  A  tournent  uniformément  autonr  d'un 
point  fixe,  le  lieu  de  leur  intersedion  est  une  ductéuoluée  de  A.  11  en  est  de 
mfime  si  la  droite  est  remjjlac.ée  par  une  dudr.voluée  de  A. 

{'')  Appliquée  au  cerele,  lapremière  de  ces  deux  transformations  donne 
la  spirale  liyperhoUqne  étudiée  par  Nicolas  et  ensuite  par  Jkan  Bernoulli 
lui-même;  ainsi  que  la  cochleoVde  ^Jl  =  coall,  définie  expliciteinent  par 
BosbUT  [(Jalc.  int.,  179tíj,  de  la  maniòre  qui  vient  d'être  dite. 
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doni  la  transíormée  ^1  =  F  (?/,  .s)  a  une  surface  maxiiiium,  —  elle 
fut  la  cause  d'une  longue  et  attristante  discussion  cntie  les  deux 
IVères,  qui  la  résolurent  successiveiiient  et  elle  devint  lobjet 
d'iinportanls  travaux  d'Eui.Kii,  Icsquels,  entre  les  mains  de  La- 
GRANGK  aboutirent  à  la  découverte  du  calcul  des  variations. 

Eu  l()í)8,  .Ikan  Beknollu  abord  un  problènic  dun  geme  nou- 
veau  et  qui  devait  avoir  des  conséíjuences  importantes,  celui 
de  la  recheiche  des  courbes  donl  les  ares  égaux  se  correspon- 
dem daprès  une  loi  donnée  {A.  E.). 

Nous  mentionnerons  de  1699:  Topuscule  de  Nicolas,  De  cis- 
soidibus  et  conchoidibuf,  (Toulouse),  interessantes  généralisations 
de  Ia  cissoide  et  de  la  concboide;  —  puis  la  publicalion  du 
t.  Hl  des  Opera  de  Wallis,  contenant  diverses  lettres  de  IStmoN 
et  de  Leih.mz,  qui  n'offraient  déja  plus  alors  qu'un  intérét  pu- 
rement  historique.  Nous  citerons  de  ces  dernières:  la  reclifica- 
tion  par  Ne\vto>,  à  laide  de  développements  en  séries,  de  Tliy- 
perbole  et  de  la  quadratrice,  ainsi  que  diverses  approxiniations 
des  ares  circulaiies  et  elliptiqucs  (lettre  du  13  Jum  1676)\  — 
de  Leibmz,  les  séries  donnant  la  quadrature  du  cercle  et  de 
rhyperbole,  ii  l'aide  de  Parlifice  de  Iiohekval,  ainsi  que  des 
vues  sur  la  reduction  à  la  géométrie  des  questions  niécaniques: 
élasticité,  résistance  des  solides,  hvdrauliquc,  etc.  (lettre  du  27 
Aoút  l676)\  —  áixns  la  lettre  de  Newton  du  24  Octobre  1676,  la 
nianière  dont  il  est  arrivé  a  sou  extension  de  la  formule  du 
binome,  son  calcul  des  logaritbmes,  découvertes  remontant  à 
1605  et  1666;  la  rectiíication  de  la  cissoide;  une  liste  de  fluentes 
(intcgrales)  se  ramenant  à  la  (juadrature  des  coniques;  le  pro- 
blème  de  faire  passer  une  cubique  par  sept  points  (dont  un 
point  double);  ses  deux  tliéorèmes  du  retour  des  suites,  consis- 
tant  i»  exprimer  y  en  z  sacbant  que 

z  =  «?/  +  f^íJ'''  +  ^y^  -r  .  •  .      ou  bicn     z^=  ay-\-  by^  -f  cij^  -[■•••  í 

enfin  Texplicalion  des  anagrammes  sous  lesquelles,  dans  la  ré- 
daction  primitive  adressée  ;i  Lfiiím/,  Newton  cacbait  sa  mé- 
lliode.  Citons  pour  ternuner,  la  lettre  de  Leibniz  du  21  juin 
1677 ,  oú  il  rclatait  ses  premiers  travaux  sur  le  calcul  diííéren- 
tiel  et  ses  apj)licalions. 

En  n04,  nous  voyons:  Lahiue  {A.  S.)  étudier  les  roulettes 
en  general  et  déniontrer  que  toute  courbe  peut  ètre  considérée 
couune  une  roulette;  étudier  les  isoptiques  de  la  cycloide  et 
des  coniques  et  rcciificr  la  cardioíde;  —  Vakk.nou  (id.)  examiner 
les  courbes  ligurant  les  projjriétcs  des  logaritbmes,  telles  que 
ccilcs  appclccs  depuis /íVmw.s'  et  spiralc  traclrice;  —  enfin  Newton 
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publier  sa  quadratura  curvarum,  recueil  d'intégrale.s  et  de  théo- 
rènies  proprcs  à  en  évaluer  d'autres  par  leur  réduction  à  des 
intégrales  plus  simples, 

Jean  Beunoulli  {A.  E.  1705),  donna  son  Motus  reptorius  per- 
mettant  de  déduire  d'une  courbe  algébiique  une  infinité  de 
courbes,  ayant  des  ares  égaux  aus  siens.  II  appelle  curva  re- 
ptaria la  courbe  M  décrile  par  un  point  du  pjan  d'une  courbe 
(perreptans)  A  se  mouvant  parallèlement  a  elle-ménie  tout  en 
restant  tangente  à  une  courbe  fixe  (perrepte?idaj  B;  les  ares  de 
M  sont  égaux  à  la  sonime  ou  a  la  diflérence  des  ares  corres- 
pondants  de  A  et  de  B.  II  donne  aussi  le  théorènie  suivant, 
qui  conduit  au  ménie  résullat:  considirojis  sur  les  courbes  cmel- 
conques  Fi  (x\,yi),  V^ix^.y^),  .  .  .  des  ares  dont  les  tangentes  aux 
extrémitfs  se  coupentsous  des  angles  ígaux,  et  ivuigiiions  une  courbe 
dont  les  coordonnées  sont 

les  ares  de  cette  dernière  courbe  sont  égaux  a  la  somme  de  leurs 
correspondants  sur  les  premières. 

Cette  méine  année  vit  paraitre  le  premier  traité  de  géométrie 
analytique:  Guis.née  {Application  de  l'algèbre  a  la  gcométrie.  Pa- 
ris, n05),  traité  par  les  nouvelles  méthodes,  les  coniques,  la 
strophoide,  le  cappa  et  diverses  courbes  transcendantes. 

Nous  soninies  arrivé  au  tenne  de  la  période  liéroique  du 
calcul  infinitesimal.  Les  savants  vont  suivre  la  voie  féconde 
tracée  par  Leib.mz  et  les  Ber^ouli.i,  et  appliquer  principalement 
le  puissant  instrument  qui  leur  a  été  donné,  au  perlectionne- 
ment  de  Ia  mécanique :  la  cuiiosité  ne  se  satísfaisant  plus  de  la 
géoniétrie  abstraite,  mais  voulant  s'attaquer  aux  tliéories  phy- 
siques,  dont  Gaulée,  Huyce.ns  et  Nlwto.n  ont  pose  les  íbndenients 
et  qu'on  peut  muintenant  aborder.  La  théorie  des  courbes  n'est 
cependant  pas  abandonnée;  elle  entre  mème  dans  une  nouvelle 
phase  :  par  Temploi  des  coordonnées,  on  pouvait  aisément  étu- 
dier  la  forme  et  les  piopriétés  analytiques  des  courbes  algébri- 
ques;  Ia  géométrie  infinitesimal,  créée  par  ArciumÈde,  et  qui 
arrive  a  son  plein  épanouissement  avec  Baurow,  en  permettait 
une  étude  plus  intime-,  le  calcul  infinitesimal,  délivranl  celle-ci 
de  ses  vinculi,  —  pour  parler  comuie  Leiknu,  qui,  avec  Fermat 
et  bien  mieux  que  Newton,  avait  compris  que  Tavenir  de  la 
science  infinitésimale  dépendait  des  simplifications  qu'on  appor- 
terait  dans  les  méthodes  de  calcul,  —  lui  fournissait  la  possibi- 
lite d'en  scruter  les  propriétés  les  plus  cachées.  On  pouvait 
donc  penser  qu'aucun  perfeclionnement  nouveau  n'élait  possi- 
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ble;  c'est  cependant  ce  qui  arriva  li  celte  époque  mème :  de 
quelques  tliéorèmes  recueillis,  coordoniiées  et  completes  par 
Pai'ims,  naissait  sons  la  plunie  de  INi:\vio.n  une  iiiélhode  géiié- 
rale  d'étude  d^es  courbes,  préparée  par  Dksargues  et  Pascal,  et 
qui,  d'abord  comprisc  et  étudiée  seulenient  par  Cotks  el  Mab- 
Lauiu.n.  a  dénnitivenieut  conquis  rallention  après  les  Iravaux 
de  Caunot,  liniAL"ciio.\,  PoNCKi.Ei,  iMoiiiLs,  Pllckiíu,  ctc,  et  est  de- 
venue  Ia  giomilrie  projective,  dont  le  nia^'^ni{ique  développe- 
ment  se  poursuit  encore  aujourd'hui. 

Cette  découverte  de  Newton  parul  en  1706,  dans  un  opus- 
cule  du  plus  baut  intérèt  intitulée  Ennumeralio  linearum  terlii 
ordiím,  ou  il  examine  les  íoiines  des  brancbes  infinies  des  cour- 
bes:  une  brancbe  ff/w/í/j  a  une  inílexion  ("í-o/z^/^y/rt^,  est  nodala 
(avec  boucle),  cuspidala  (à  rebroussement),  conchoidalis  (a  une 
asymptote  unique,  (ju'elle  ne  coupe  pas),  an^uinea  (a  une  asyui- 
ptote  unique,  qu'elle  coupe;,  canipatufonnis,  parábola  (sans 
asvmptote),  Injperbola  (avec  une  ou  deux  asvmptotes).  circuvis- 
cripta,  insc)  ipla  ou  amhi^ena  (coupant  les  deux  asvmptotes,  ou 
une  seule  des  deux).  I^u'ticulièrement,  une  cubique  peut  étre 
cniciformis  (avoir  deux  brancbes  qui  se  coupent),  punctata  (avec 
point  isole),  cm/l  ovali,  pura  (sans  ovale,  boucle,  reliroussement 
ni  point  isole),  hyperbola  parabólica,  avec  ou  sans  diamètre,  de- 
fcclíva  (avec  une  seule  as\mptote),  redundanlk  (avec  irois  asvm- 
ptotes concourantes  ou  non).  II  classe  les  courbes  du  troisième 
degré  en  soixante-douze  espèces  (*),  parmi  lesquelles  de  tri- 
dens,  la  parábola  campaniformis  y- =  [a-{- x){'^ -{-'{Xf,  \a.  parábola 
nodala  ?/- =  (a-|- pa;)"*,  la  xemi-cubica  et  Ia  cubica;  et  donne  ce 
bcau  thcorème:  les  cubiques  peuvent  étre  considérées  connne 
perspectives  des  c\ní\  paraboles  divergentes  y-  =  ax^-\  bx--^  cx-\-d\ 
ainsi  que  la  construction  des  cubiques  et  des  quartiques  à  point 
double  à  Taide  de  deux  ani^les  tt)urnant  autour  de  leur  som- 
met :  si  Pune  des  intersections  des  còtés  mobiles  déoúvent  une 
conique,  Tautre  décrit  Ia  courbe  en  question.  —  Nous  termine- 
rons  par  Ténoncé  des  tliéorèmes  généraux  que  nous  avions  en 
vue  dans  notre  digression-  de  tout  à  Tlieure:  IJne  transversale 
(juelconque  ne  peut  couper  une  courbe  du  w'^  degri:  en  plus  de  n 
points.  —  La  perspective  dunc  courbe  du  n''  degré  est  igalcincnt  une 
courbe  du  W  degrè.  —  Une  courbe  du  w*^  dcgré  ne  peut  avoir  plus 
de  n  asymplotes.  —  Le  lieu  du  centre  des  moyennes  distatices  des 
points  oú  une  paralliíe  a  une  droite  donnce  coupe  une  courbe  dou- 


(')  Ce  nombre  a  été  auginenté  suecessivemeut  par  Stiui.ing,  De  Gua  et 
Pluckek. 
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née  est  une  droite  quon  appelle  le  diamèlre  conjugue  de  la  droile 
donnée.  Si  elle  lui  est  pcrpendiculaire,  cest  un  axe;  si  deux 
diamèlres  se  coupcnt,  l'intersecli()n  est  un  centre.  —  Si  une 
courbe  a  son  viaximum  dasymptoles,  le  centre  d  es  moyennes  dis- 
tances  des  pohiis  quelle  determine  sur  une  droite  donnée  coincide 
avec  le  centre  de  celles  déterminéea  sur  les  aaymptotes.  —  Si  par  un 
point  du  plan  cVune  courbe,  on  mené  dcux  paralUíes  li  deux  droites 
données,  les  produits  des  segments  determines  sur  ces  droites  sont 
dans  un  ruppo^t  constant,  quel  que  soit  le  point  choisi. 

Leiiímz  en  1706  a  donné  deux  interessantes  études  de  géo- 
niétrie  infinitésiinale :  cellc  du  lieu  des  centres  de  gravite  des 
segments  d'une  courbe  a\ant  mènie  origine  sur  celle-ci  {M.  B.)  (*) 
et  celle  des  courbes  appelées  aujourd'bui  slissetes  (.-/.  E.). 

En  1707,  fut  publié  a  Cainbiidge  W4ril/imetica  universalis,  de 
Newton,  résunié  des  leçons  qu'il  professait  en  IGGD.  A  notre 
point  de  vue,  il  convient  de  nientionnei":  Tétude  des  sections 
planes  du  solide  produit  par  une  droite  tournant  autour  d'une 
droite  donnée,  la  constiuction  de  la  cissoíde  par  un  mouve- 
ment  continu,  et  Teniploi  de  cette  courbe  ainsi  que  de  la  con- 
choide  pour  la  solution  des  équations  du  troisième  degré,  Cette 
méme  année,  Jean  Bkunollli  (Ji.  B.)  applique  sa  théorie  du 
motus  reptorius  à  Tellipse  (ou  curva  bigibba)  ranipant  sur  une 
ellipse  égale  mais  disposée  dans  un  sens  pcrpendiculaire,  ce 
qui  lui  donne  successivement  la  curva  quadrigibba,  Voctogibba,..., 
doú  il  déduit  une  méthode  de  calcul  du  nombre  r.  et  cette  ap- 
proximation  indéíinie  de  la  rectification  d'une  ellipse  dont  les 
axes  sont  a  et  ^("-j:  prendre  sur  une  droite  AO  =  «,  OB  =  b, 
joindre  O  aux  points  de  division  en  n  parties  égales  de  la  cir- 
conférence  ayant  AB  pour  diamètre.  Si  .)!„  est  la  moyenne 
arithmétique  des  n  vecteurs  ainsi  definis,  la  circonférence  ayant 
M,i  pour  rayon  approcbe  d'autant  plus  du  ])érimètre  de  Tellipse 
que  le  nombre  n  est  plus  grand.  —  A  citer  aussi  de  Jean  Ber- 
>oiJLU  (id.)  ce  tliéoi'ème :  ahaissons  du  sommet  O  une  perpendicu- 
laire  OA  sur  la  base  du  triangle  isoccle  OiMN,  pronons  sur  OM, 
OA'  =  OA,  projctons  de  nume  O  sur  AA'  en  B,  prenons  sur  OM, 
OB'  =  OB,  etc;  les  points  A,  B,  ...  sont  sur  une  nume  quadra- 
trice. 


(*)  Miscellanea  Berolinensia. 

Cette  courbe  s'appelle  aujourd'hui  la  haryeentrique  de  la  première.  Celle 
du  cercie  n'est  autre  que  la  cochléoíde,  dont  iious  avons  parle  plus  haut. 

(-)  Pkouhet  a  donné  en  1805,  dans  les  Noav.  Aim.  une  autre  démons- 
tratioD  de  ce  remarquable  théorèinc. 

VoL.iv  — N.^a  3 
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IMeutioimons  l'excellent  'iiaili  unahjtique  des  xeclions  coyiiques 
(Paris,  170"),  de  THospitai.,  oíi  ces  courbes  sont  Irès  claire- 
inent  étudiées  et  appliquées  ii  la  solulion  de  questions  géomé- 
triqucs  variées,  Citdiis  aussi  de  eet  ouvrage:  la  construction 
élémentaire  de  la  tangeiíle  ;i  la  paral)()le  íc"=  ?/,  fondée  sur  cette 
remarque  que  le  développenient  de  («  +  /'')"  est  de  la  forme 
a"  +  ná}^~^b  +  A«"~^  -|-  B«"— -^  + . . . ,  la  quadratura  de  cette  mème 
parabole  déduite  de  la  connaissance  de  sa  tangente;  la  trans- 

T 

formée  £Ci  =  — ,  y\.=y-,  analogue  a  celle  de  Van  Heuhaet;  enfin 

u 
ce  théorème:  on  peut  sur  une  parabole  y^  =  x  dilerminer  une  infi- 

nilé  doares  associes  deux  h  deux  et  dont  la  différence  soit  une  lon- 

^ucur  assi^nahle,   ce  qul   se   ramèiie   ;t    Irouver  des   trapèzcs  hy- 

perboliques  dont  les  aii'es  diílèrent  de  quantités  données,  cliose 

facile   ;i   exécuter.    (^etle   dernière  théorie  est  due  ;i  Jea.n  Ber- 

^OULLI. 

Citons  pour  niémoire  le  Traité  des  concho'ides,  de  Lahire 
{J.  5.,  1708). 

En  1710,  Jean  Bernoulli  íit  connailre  [A.  S.)  une  remarquable 
propriété  dyriamique  de  la  spirale  hypeibolique.  —  II  avait, 
ainsi  que  son  frère,  étuflié  plusieurs  cas  parliculiers  du  pro- 
l)lème  des  trajectoires  orlbogonales ;  en  1715,  Leibmz  le  posa, 
dans  loute  sa  généralité,  ce  qui  amena  Jean  Bernolli.i  à  en 
donner  une  lliéorie  coniplèlc,  clendue  aux  trajectoires  orlhogo- 
nales  reciproques. 

En  1716,  J^AHE.NT  (y/.  S.),  dans  un  ménioirc  lu  cn  1701,  traite 
Téquation  de  la  sj)hère  et  de  son  plan  tangent.  et  Saurin  (id.) 
examine  la  question  des  tangenles  aux  points  doubles. 

Stuuim;,  dans  son  Linea-  tcrtii  ordinis  Neivtonianw  (Oxford, 
1717)  commente  Topuscule  du  mème  titre,  de  Newton,  en  éten- 
dant  plusieurs  de  ses  lliéoròmes.   Ou  a  surtout  à  citer  ce  qui 

suil.  L  cquation  d'une  courbe  du  n^  dei^rc  peul  avoir  —  n  (n  +  3) 

termes,  et  tel  est  le  nombre  de  points  qui  dcterniinent  une  telle 
courbe.  —  Ciie  branche  d  une  courbe  algébrique  est  infinie  ou  fer- 
vue.  —  Une  transvcrsale  quelconque  coupe  une  courbe  du  n*"  degré 
en  n  points  rerls  ou  imaginaires.  —  Tontc  lignc  de  degré  impair  a 
des  branrlirs  infinirs.  — 11  donne  en  ouh^e  les  formules  générales 
des  asynq)toles  des  courbes  des  sccond  et  troisième  degrés:  — 
considere  les  asi/mptotes  courbes,  les  asymptotes  doubles,  telles 
que  celle  de  la  conclioide,  et  enseigne  ;i  les  délerminer,  soit 
élémenlaircment,  conime  dans  V Analyse  des  infininient pctits,  soit 
])ar  le  développement  de  Tune  des  indéterminces  en  série  fon- 
clion    de    laulre,    série    quil   oblient   au    moveu   tlu    parallélo- 
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g^ramme  de  Newton,  ou  encore  en  se  servurit  du  tliéorènie  dit 
de  Mac-Lauri.\  mais  en  réalité  du  a  StiuliiNg.  —  A  noter  aussi 
que  les  cinq  paraboles  divergentes  sont  déterminées  par  six  poinís, 
la  parabole  cubique  par  qualre  el  le  Iridenl  par  cinq. 

Les  prcniiers  travaux  de  Mac-Lauri.n  concenient  la  théorie 
des  podaires  et  de  leur  usage  dans  l'étude  des  courbes  (P.  T., 
ni8j.  Peu  après,  il  publia  sa  Geometria  orgânica  (Londres, 
1720),  oii  il  envisage,  d'une  manière  générale,  !a  constiuction 
des  courbes  au  moyen  d'angles  mobiles.  II  dcmontre,  ;i  Taide 
de  l'analvse  de  Descartes,  un  grand  nombre  de  dieorèmes  qu'on 
peut  résumer  aiiisi: 

Démonstration  et  discussion,  dans  ses  divcrs  cas,  de  la  cons- 
truction  cinema  tique  de  Newton  des  cubiques  à  points  doubles. 

Les  sommels  S,  C,  du  quadrilatcre  SCNP  itant  fixes  et  les  an- 
gles  P,  N  conslants,  si  N  décrit  une  droite,  P  décrit  une  certaine 
cubique  (*).  De  là  la  construction  de  la  cissoide  oblique  analogue 
à  celle  díjnnée  par  Newton  pour  la  cissoide  droite. 

Si  le  quadrilatere  PNQC  se  meut  de  mamère  que,  S  et  C  étant 
fixes,  NQ  passe  toujours  par  un  point  fixe,  S,  que  les  angles  C 
et  N  restent  constants,  et  que  deux  des  trois  sommets  O,  P,  N,  dé- 
crivent  des  droites,  le  troisihiie  tracera  une  cubique  ayant  un  point 
double  en  S  ou  en  C. 

Les  cõtés  PN,  PR  du  quabrilathe  P^QK  passant  par  deux  points 
fixes  C,  S;  les  angles  N  ^í  R  restant  constants:  si  trois  des  quatre 
sommets  se  meuvent  sur  des  droites,  le  quatriime  décrit  une  (juar ti- 
que ayant  deux  points  doubles  en  C  et  en  S.  Si  ces  trois  droites 
sont  parallèles,  le  lieu  est  une  cubique. 

(Jn  (n -j- 3)^'*""^  a  deux  sommets  fixes;  n  des  autres  sommets  par- 
courent  des  droites  fixes  et  leurs  angles  sont  constants.  Le  sommet 
libre  décrit  une  courbe  de  degrê  n-|-2.  Tliéoièmes  analogues,  oú 
les  droites  sont  remplacées  par  des  courbes  de  degrés  designes. 

Tangentes  aux  podaires,  podaires  successives,  podaires  du 
cercie,  de  la  parabole,  de  l'hyperbole.  Roulette  d'une  courbe 
sur  la  mème  courbe  renversée  (épicycloidale). 

Etude  de  la  courbe  dont  le  vecteur  est  en  raison  constante 
avec  la  puissance  n^  du  vecteur  correspondant  de  sa  podaire(^). 
Relation  entre  les  ares  des  deux  coui'bes,  pr()[)riétés  du  rayon 
de  courbure,  cas  paiticuliers,  recbercbe  de  V antipodaire  de  la 
droite,  de  la  parabole,  etc. 


(1)  Une  des  courbes  désignées  par  Newton  par  les  números  34,  35,  36, 
41,  42,  43,  44. 

(2)  Cest  la  courbe  appelée  aujourcl'hui  orthogénide  ou  spirale  siiuisoYde, 
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Ine  lígne  au  aegie  n  ne  peut  avoír  plus  de  ^r points 

doubles.  Formules  donnant  le  nonibre  dcvS  points  triples,  etc. 

Gonstruction  d' une  courhe  de  degré  n  déterminée  par  un  en- 
seinble  de  points  dont  un  point  «"!''*',  et  d'une  courbc  déter- 
minée par  des  points,  dont  irois  «"P'"^  ou  trois  n"!''*^*  et  quatre 

Dans  son  ouvrage  posthume  Harmonia  mensurarum  (Cani- 
brige,  1722),  Cotes  appelle  curvce-  logisticte,  à  rimitation  de 
Vakig\o>,  les  courbes  qui  représentent  les  logaritbníes  et  étudie 
deux  courbes  de  ce  g^éoniòtre:  la  complicala  tractrix  définie  par 
la  relation  a  ^  Lo,  ou  connne  inverse  de  la  déveloj)pante  du 
cercle,  ou  comnie  ayant  ses  tangentes  polaires  égales  (');  en  se- 
eond  lieu,  le  lituus,  lieu  des  extremités  des  ares  circulaires  for- 
niant  avec  Taxe  polaire  des  seeteurs  de  surface  constante,  ou 
courbe  qu'on  peut  definir  par  Tune  des  deux  relations  /o  =  1 , 
A  =  Lo. 

Guido-Gkandi  {P.  7'.,  1723),  a  íait  connaitre  des  courbes 
qu'il  a  étudiées  dans  un  ouvrage  dont  nous  nous  occupons 
plus  loin. 

OiiENuuHc.  avait  proposé  {À.  E.,  1718)  la  reclierche  de  cour- 
bes spbériques  rectiliables,  ce  qui  donna  \\  Heumann  loccasion 
d'imaginer  les  épicycloules  spheriquex  dont  certaines  résolvent  le 
j)robIènie  {Com.  Acad.  Pelrop.,   1727). 

Cest  dans  son  opuscule  F/orrs  Gromctrici  (Florence,  1728), 
que  GuiDO-GuANDi  donnc  la  quadrature  des  rosaccs  et  des  clélies 
et  la  coinj)araison  de  leurs  ares  avec  ceux  de  lellipse.  La  ro- 
sace  (rhodoiua)  n'est  autre  que  Ia  courbe  p  =  sin/6  et  la  clélie 
(chdia),  rantiprojection,  sur  Ia  spbère  de  ravon  I,  de  la  rosaee 
décrite  sur  le  plan  de  léquatcui"  avec  le  centre  coninie  ])òle  (-). 

ÍMaupiírtuis  a  apporlé  une  inqjortanle  contribution  \\  Télude 
des  points  singuliers,  par  ses  recberches  sur  les  points^  de  ser- 
pcntemeiU  et  les  points  de  douhlc  poinlc  {A.  S.,  1729).  A  citer 
aussi  les  travaux  de  Nicole  sur  les  tbéorèrnes  de  Y Ennumeratio 
de  Newton  et  ceux  de  Iíragei.ongi  e  sur  les  points  singuliers  et 
sur  un  essai  de  classitication  des  quartiqucs. 

(^iairaut,  dans  ses  célebres   Rec/ierc/ies  sur  les  courbes  <(  double 


("')  Mac  Lauuin  (Trcut.  of  Flux)  a  remarque  quo  cette  courbe  est  la 
podiiire  de  la  spinik'  livporbolique.  Kllo  aétó  retrouvée  par  GiHAnn  (N.  A., 
1SG2),  iiui  Tappellc  traci rice.  polaire  et  par  Kouquel  {N.  A.,  18G3),  qui  lui  a 
donné  son  noin  de  spiralc  tractrice. 

(^)  Nous  avons  résumé  les  principaux  thóorèmes  de  Guido-Grandi  dans 
jiotre  article  stir  un  (héoreme  de  Greyory  {J.  S.,  1895). 
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courburei^),  a  fondé  la  ihéorie  anal\ tique  de  ces  eourbes(-).  II 
enscigne  a  les  représenter  par  des  équalions,  construire  leurs 
tangentes,  les  rectitier  et  quarrer  les  surfaces  qu'elles  compren- 
nent. 

Cest  a  BouGCER  {A.  S.,  1732),  qu'est  due  1'idée  des  coutòes 
de  poursuite,  dont  il  a  étudié  la  plus  siniple,  celle  qui  a  lieu  alors 
que  le  mobile  poursuivi  décrit  une  droite.  La  mème  année 
Hermann  a  aborde  Tétude  des  surfaces  {Com.  Acad.  Petr.). 

Braiki-Nridge  {Exercitatio  <jéoinclricn  de  deu-riplione  linearum 
curvam». ,  Londres,  1733),  a  montré  une  nouvelle  niétliode  gé- 
nérale  de  construction  des  courbes,  généralisation  de  celles  de 
Newton  et  de  Mac  Laurin:  une  transversale  nienée  d'un  point 
donnée  coupe  une  courbe  en  un  point  qu'on  joint  ii  un  deu- 
xiènie  pòle  par  une  droite  coupant  une  deuxième  courbe  en  un 
point  quon  joint  h  un  troisièuie  pòle,  et  ainsi  de  suite.  On 
comprend  tout  le  parti  qui  peut  ètre  tire  de  cette  idée. 

Nous  citerons  la  niétliode  de  la  Condamine  [A.  S.,  1731), 
pour  le  trace  dune  courbe  connaissant  sa  rosette,  c'est-à-dire  la 
conchoíde  généralisée  décrile  par  un  point  du  plan  dune  droite 
passant  par  un  pòle  fixe  et  dont  un  point  décrit  la  courbe  de- 
mandée. 

En  1735,  Mac  Laliíi.n  fit  connaitre  (P.  T.)  le  fragment  d'un 
supplément  a  sa  Geovi.  org.  écrit  en  1723,  et  contenant  plu- 
sieurs  théoiénies  qui  se  résument  en  celui-ci:  si  les  côtés  dun 
ni?oie  passent  par  n  points  fixes  et  que  n  —  1  soinmets  se  meuvent 
sur  des  courbes  de  degrés  a,  b,  c,  . . .  ,  le  sommet  W)re  dtcrira  une 
courbe  du  degré  2abc  .  .  . 

La  Methodus  Fluxionum  de  Newton,  écrite  en  1071,  a  été  pu- 
bliée  seulenient  en  1736,  a  une  époque  ou  la  science,  avant 
franchi  un  espace  imniense,  ne  pouvait  guère  en  tirer  d'autre 
secours  que  celui  de  voir  Tillustrc  géomètre  couvrir  de  son 
autorilé  les  niétbodes  du  calcui  infinilésinial,  encore  três  dis- 
cutées  a  cette  époque.  Toulefois  le  grand  noin  de  Newton  de- 
mande quon  dise  quelques  inots  sur  la  nianièi'e  dont  il  envisa- 
geait  et  exposait  le  calcul  infinitesimal. 


(')  Clairalt  a  ócrit  ce  livre  á  seize  ans.  A  dix  ans  il  possédait  V Ana- 
lyse  des  ivf.  petits  de  THospital  et  u  douze  ans  et  demi,  il  avait  écrit  un 
traité  sur  les  quatre  courbes  x^=x--\-ij-  (kanipylej,  x'* -{- x^y- =^  1 , 
x2  —  xhji  =  1  et  a;<  ^  1  — //-  [M.  B.,  1734:).  Son  frére  a  publié  également 
en  1731,  un  opuecule  sur  diverses  quadratures  de  lunnlrs  conirjiies  et  la 
description  des  paraboles :  c'est  là  qua  été  publiée  pour  la  preiniére  foia, 
la  construction  cinéinatique  bien  connue  du  cappa.  Lauteur  avait  quatorze 
ans. 

(2)  Cette  dénomination  est  due  à  Pitot  {A.  S.,  1724). 
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Après  avoir  explique  Textension  dcs  opérations  arithmétiques 
à  Talgèbre,  il  enseigne  à  troiiver  les  racines  des  équations, 
l'usage  du  parallélogramme  analytiquc,  sa  tliéorie  et  son  calcul 
des  íluxions,  Ic  rctour  des  équalions  fluxionnelles  aux  équations 
de  leurs  fluentes,  et  la  recheirhe  des  máxima,  à  la  suite  de 
quoi  il  propose  plusieurs  problènies,  dont  les  suivanls:  y>«/'  un 
point  c/o?iné,  mener  une  droUe  minimum  entre  deux  courbes  don- 
nées.  —  Détenniner  le  plus  petit  aniile  quun  diamctre  d'une  coiiique 
veut  faire  avec  ses  ardonnées.  —  Par  (juatre  points  donnés  faire 
passer  une  ellipse  inaximum.  —  II  donne  ensuite  la  construrtion 
des  tani;cntes,  comme  Suzi:,  et  appliíjue  à  plusieurs  cas,  dont 
ceux  du  trident,  de  la  conchoide  et  des  transformées 

2/1  =F (A);    2/i  =  F(i-);    a;i  =s,  ?/i  =  F(2/);    tg|-=F(5/);    pi=F(p). 

II  montre  ii  déterminer  les  points  dinfléxion  par  la  condition 
du  maximum  de  la  sous  tangente,  avec  application  à  la  con- 
choide; construit  les  tangentes  aux  courbes  définies  en  coor- 
données  pòle-direclrice  ou  en  coordonnées  bipoloires,  à  la 
courbe  p  =  F(6'),  ;i  la  courbe  otg6  =  F(6)  et  propose  la  cons- 
truction  de  la  tangente  connnune  ;i  deux  courbes  données. 

Ensuite  il  expose  la  tliéorie  de  la  courbure  et  Tapplique  aux 
coniques,  a  la  cissoide,  \\  la  conchoide,  a  la  cycloide,  a  la  qua- 
dratrice  et  a  diverses  spirales,  \\  la  recherche  du  point  oíi  la 
courbure  a  une  valeur  donnée  ou  nulle  (point  dinfléxion)  ou 
iniinie  (rebroussemenl),  maxinnnn  ou  minimum;  il  donne  enfin 
la  développée  de  la  parabole  et  de  la  cycloide  et  la  théoiie  de 
l'osculalion  parabolique. 

11  enseigne  ;i  trouver  des  couibes  quarrables,  en  partant  de 
couibes  dont  on  connait  la  quadrature:  par  exemple  en  posant 
Ai  =  F(.r)  d'ou  ?/i=^F'(.t);  ou  bien  Ai^F(A),  d'oú  si  yi  =  /"(«), 
y=zf{x),  /i  (íc)  =  F  [/"(a?)] ;  ou  encore  ?/^f(í9,  a?  — p,  ce  qui  donne 
fydx^[)^0 — f^^dO,  ou  Ai^p^ô  —  A  et  de  la,  la  quadrature  des 
spirales.  II  donne  ensuite  une  table  d'intégrales,  diverses  ma- 
nières  d'intégrer  ou  de  raniener  les  quadratures  ;i  celles  des 
coniques,  ou  en  développant  en  séries,  ce  qu'il  applique  ii  Ia 
cissoide,  à  la  conchoide,  a  ragr\ésienne,  à  Ihyperbole,  au  cappa, 
au  lieu  d'un  point  d'un  côté  RM  d'un  angie  MKO  dont  Tautre 
còté  passe  toujours  par  un  point  fixe  O  et  dont  le  sommet 
parcourt  une  droite,  enfin  ii  la  couibe  dont  les  oi'données  rc- 
pi'ésentent  les  ares  d'une  (■oni(pie.  II  (juarre  égalemcnt  ces 
quatre  dernières  figures  par  la  géomélrie  infinilésimale. 

Newton  termine  par  diverses   reclifications  de  courbes  obte- 
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nues  pur  la  tliéorie  tles  développécs,  ou  eu  lésolvanl  réqiialioii 
(ix--{-(/f/' ^dxi'-\-(/i/i',  ou  par  la  ihéorie  de  l'évolutiou  (au  sens 
de  Gregory),  ou  par  des  procedes  qui,  <5énéralisés,  revienueut 
à  poser: 

^^F  (x)  —  /  ,     ou  bieii     ^2  ^  p  (^aj^  ^ 


¥'{x)  ' 


/         F'  (xf 
Texpression  V/  1  -|~   ,^         étant  intég^rable  dans  ce  dcrnier  cas, 

^  V  4F(a;)  ^ 

ce  qui  a  lieu  si.  par  exemple,  9F(£c)  =  (l  -f-íc-)^  ou  si  F(a;)  =  a;^(*). 
II  donne  eu  dernier  lieu  la  rectification  de  la  cissoíde  n  laide 
des  logarilhmes  et  celles  de  riiyperbole  et  de  la  quadratrice  au 
moyen  des  séries. 

De  Gua,  dans  un  exceJIent  opuscule,  Usage  de  lanalyse  de 
Descartes  (Paris,  ITiO)  se  propose  d'enseigner  Tétude  des  cour- 
bes  algébriques  sans  aucune  inlervention  du  calcul  diílérentiel. 
Ses  réflexions  sont  interessantes  à  noter.  II  montre  la  necessite 
«de  rappeler  a  Icurs  vrais  príncipes  les  conaissances  acquises 
par  des  voves  éloignées»,  d'autant  quun  pareil  travail  conduit 
toujours  à  des  découvertes  nouvelles.  La  simplicité  est  un  des 
caracteres  des  vi'ais  príncipes,  et  la  reclierche  de  ceux-ci  doit 
ètre  le  vrai  but  de  la  science  :  Cest  ce  qui  fait  qu'íls  sont  en 
petít  nombre  et  qu'on  saísit  lacílement  les  propositíons  qui  en 
dependent,  La  fécondité  en  est  un  autre  caractere,  et  cest 
ce  qui  produít  «ces  chaines  inínlerronipues  de  conséquences 
qui  sont  seules  capables  de  coniposer  un  vérilable  corps  de 
science». 

II  commence  par  une  théorie  des  centres  et  la  manière  de  les 

découvrir  quand  ils  existent;  il  donne  ensuite   les  foruuiles  de 

transformation  des  coordonnées,   une  étude  des  asynqjtotes,  de 

Fosculation  et  des  poinls  sing;ulieis,  basée  sur  la  forme  de  Téqua- 

tion  disposée  suivant  un  triangle  comme  ci-contre,  ce  qu'il  appelle 

le  triangle  analylique  et  n'cst  autre  qu'une  modification  du  pa- 

•  rallèlogramme  de  ISevvton:  1  examen 

ny^        ixy°^       hx-y       Ix^        du   nombre  des  lermes    nuuujuants 

^  dans    la  première,    la  seconde,   .  .  . 

^y  '"^y         c*^"  rangées,  leurs  racines  égales,  leurs 

Ijy  (.Q^,  racines    communes    lui    lournissent 

tous  ses  critères.  II  déduit  de  lii  di- 

^  verses  remarques  sur  la  forme  et  les 


(1)  Courbe  fermce  à  trois  points  doubles.  Ce  nom  est  dú  à  de  Brage- 

LONGUE. 
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combinaisons  des  liranches  infinies;  —  la  définition  dun  grand 
nonibre  de  points  singuliers  Irès  compliques,  entre  autres  ceux 
que  prodiiisent  les  mulliflexions  ou  les  nuiltinoíuds  des  serpen- 
tement,  fohuvi,  lemnisca(e,  bezace,  t  ri  fie,  lemnisceros  [^), .  .  .  éva- 
nouissants,  Icsquels  dcvienneut  ainsi  douhle  rebroussement,  point 
de  double  contact ,  rebroussement  adhérent,  branches  osculanles,  etc; 

—  el  met  sur  la  voie  de  la  définition  et  de  la  recherche  de  tous 
les  autres.  II  couipte  mie  espèce  de  points  dans  les  coniques 
(les  points  non  singuliers).  cinq  dans  les  cubiques,  quatorze 
dans  les  quartiqucs  et  quarante  dans  les  quintiques. 

De  Gua  a  découvert,  entre  les  points  singuliers  et  les  bran- 
cbes  infinies,  une  correspondance  reniarquable,  qui  lui  a  été 
rev«'-lée  par  l'usage  du  triangle  analytique  et  quil  démontrc 
ensuite  par  le  trace  de  Vombre  ou  perspective  de  la  courbe.  On 
lui  doit  ce  théorème  ("^):  Si  une  courbe  a  trois  points  d'inflexion 
(réels)  7/  sonl  en  ligne  droite;  —  les  premières  vues  sur  la  ma- 
niére  de  definir  analytiquemcnt  une  courbe  de  forme  donnéc ; 

—  la  considération  des  points  singulicrs  à  Tinfini;  —  Tintrodu- 
ction  des  imaginaires  dans  la  ibéoiie  des  courbes  :  droiles  ima- 
ginai/es  (tclles  que  y^  =  x^),  paramèlrea  iniaginaires  (teis  que 
ceux  de  la  courbe  fl*a;*-|-^'^^  =  0),  inflexions,  sommets,  branches, 
ordonnées  imaginaires  (^)\  —  la  critique  des  méthodes  du  calcul 
dinVrentiel  pour  Pétucle  des  points  singuliers,  calcul  qui  n'est 
en  sonunc  quune  simplification  de  la  métbode  cartésienne  et 
qui,  comme  toute  simplification,  demande  des  soins  spéciaux  si 
on  ne  vcut  s'égarer:  or  une  méthode  dont  il  faut  vérifier  les 
résultats  n'est  pas  la  vraie  méthode.  Ajoutons  que  De  Gua  a 
prétendu  démontrer  Timpossibilité  du  rebroussement  de  se- 
conde  espèce. 

Dans  son  célebre  ouvrage  J  treatise  of  fluxions  (Edinburg, 
1742),  Mac  LAuniN,  dans  le  but  d'établir  sur  des  bases  solides 
le  calcul  infinitesimal,  donne  une  cxposition  détaillée  de  la  mé- 
tbode de  Newton,  avec  des  apj)li(ations  aux  plus  bcaux  pioblè- 
mes  de  la  géométrie  et   de  la  mécani(jne.    Parmi  les   premiers. 


(')  Nous  avoíis  doniié  (./.  S.,  1894).  un  assez  grand  nombre  de  résul- 
tats de  oe  gcnre  en  applicjuant  Tanalyse  de  Diofhante, 

(^)  Retrouvé  par  Mac  Lamiin  et  généralisé  par  IIkssk,  qui  eu  a  déduit 
une  bclle  théorie  algóbraico-gromrtriqiie  des  inHoxions  des  cubiques. 

(^)  Dkscautks  avait  introduit  irnplicitement  et  incidemment  les  iniagi- 
naires  dans  la  géonirtrie,  mais  il  sagissait  seulement  des  valeurs  des  va- 
riables.  Nr.wroN  avait  fait  la  niénie  oliose  explicitenient  et  d'uue  nianière 
beaucoup  plus  nirthodique.  Dk  Gua  ensuite  plus  systéniatiqueuient  et  eu 
étendaut  au.x  quantités  dounées  ou  parainètres. 


io; 


on  peut  citer:  la  construction  des  tano^entes  aux  courhes  défi- 
nies  comme  dans  la  Geom.  orgânica;  a  celles  détenninécs  par 
lintersection  de  deu\  droites  tournant  autour  de  deux  pòles 
fixes  (*j;  au  lieu  du  point  M  tel  que  la  parallèle  MK  à  une  dire- 
ction  donnée  coupe  une  courbe  donnée  en  un  point  K  tel  que 
MK  soit  égale  au  vecteurOK;  au  lieu  du  point  M  du  verteur 
OMK  d\ine  courbe  fixe  et  tel  que,  O'  élant  un  pòle  fixe,  0'K=OK-, 
au  lieu  de  lintersection  IM  du  vecteur  OMK  d"une  courbe  don- 
née et  d'un  còté  d'un  angle  constant  MOK.  dont  le  sommet 
est  fixe  et  lautre  còté  passe  par  le  point  K  de  la  courbe  don- 
née; —  le  rayon  de  courbure  dune  conique  définie  par  cinq 
points,  d'une  courbe  définie  par  des  coordonnées  bipolaires, 
dune  podaire,  d'une  sectrice,  de  la  spirale  sinusóide;  —  la 
considération  de  la  trisectrice  qui  porte  son  nom,  avec  sa  qua- 
drature  obtenue  géométriquement,  et  cette  remarque  que  cette 
courbe  est  une  affine  du  íolium,  doíi  la  quadrature  géomélrique 
de  ce  dernier  et  la  construction  de  sa  tangente;  —  cette  défi- 
nirion  de  la  lemniscate  qui  permet  d'en  obtenir  aisénient  la 
quadrature  géométrique,  ainsi  que  la  diflerentielle  de  l'arc:  lieu 
du  point  INI  tel  que,  sur  la  secante  circulaire  OKL,  on  ait  toujours 
OM  =  KL,  le  cercle  ttant  vu  du  pôle  O  soun  un  angle  droit ;  — 
enfin  les  cinq  propositions  suivantes,  dont  les  trois  preniières 
étaient  déja  exposées  dans  la  Géom.  orgânica  mais  d'une  nia- 
nière  três  embrouillée: 

La  podaire  d''une  spirale  hyperbolique  est  une  spirale  tractrice. 

Celle  d^unc  spirale  sinusóide  est  une  autre  spirale  sinusóide,  et 
leurs  vecteurs  correspondants  ont  même  vitesse  angulaire. 

Vn  are  de  spirale  sinusóide  d'indice  n  est  ígal  ii  n  +  1  fois  la 
somme  de  iarc  correspondant  de  sa  seconde  podaire  et  de  la  seconde 
tangente. 

La  carde  diterminie  par  un  vecteur  de  la  spirale  sinusóide  sur  le 
cercle  de  courbure  correspondant  est  proportionnelle  ii  ce  vume  ve- 
cteur {^). 

Si  du  point  A  dune  cubique  on  lui  mine  deux  tangentes  AS, 
AC;  que  dun  autre  point  P  de  cette  courbe  un  tire  les  droites  PC, 
PS,  qui  la  coupent  en  >I  et  N :  CN  et  SM  se  coupe nt  sur  la  courbe. 

II  convient  de  sif^naler  du  mème  ouvi-age  deux  démonstra- 
tions  de  la  règ^le  de  diílércnciation  de  cc",  Tune  géométrique  et 
Tautre  algébrique.  La  prcmière  utilise  seulement  la  théorie  des 


(')  Ce  soiit  les  soelrices  de  M.  Schocte. 

(^)  On  trouvera,  dana  les  Nouv.  Ann.  de  1876,  une  monographie  de  ces 
interessantes  courbes,  par  Mr.  H.  de  la  Goupilliere. 
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triangles  seiíiblablcs,  mais  elle  est  extrèmemente  prolixe ;  elle 
consiste  a  faire  voir  que  élmit  donnés  un  poÍ7it  fixe  S  sur  SO  el 
un  point  mobile  A  sur  la  perpeiulículaire  a  S\  et  coupant  OS  en 
B,  puis  BC  perpendiculaire  a  AB  et  coupant  O  A  en  C, .  .  .  Si  O  A 
flue  uniformément,  les  fluxions  des  longueurs  OA,  OB,  OC, .  .  . 
formeront  une  progression  arithmétique  (*). 

La  deuxièiiie  déinonstration  est  fondée  sur  la  relation 

nix^  hy-'  >  /'^  +  ^)"-'«"  >  n^n-K 
{x-\-n)  —  x 

résiillant  imniédiatement  de  la  formule  donnant  la  sommalion 
d'une  progression  géométrique,  relation  que  Suuzk  parait  avoir 
utilisée  dans  le  méme  but,  ainsi  que  plus  tard  Cauciiy,  en  Téten- 
dant  au  cas  de  n  quelconque  {Ex.  d' anal.  el  de  phys.,  t.  iv, 
1847). 

La  mème  année,  Clairaut  {A.  S.,  n'í2),  dans  un  mémoire 
lu  deux  ans  auparavant,  examine  les  courbcs  tracées  par  un 
stylet  íixe  sur  le  plan  d'une  circonférence  roulant  sur  une  droite 
ou  sur  une  autre  circonférence.  II  trouve  que  la  prcmière  est 
une  généralisation  de  la  spirale  d'AiicniMÈnE;  la  seconde,  comme 
l'a  montré  Chasi.es,  est  une  épicycloídc. 

C/est  également  en  1712  que  fut  publié  V Opera  onínia  de 
Jkan  Bkunoum.i  oTi,  en  outre  de  ses  travaux  déjà  divulgues  par 
les  journaux  scientifiques,  se  irouvent  quantités  de  pièces  iné- 
dites,  dont  il  y  a  lieu  de  citer:  son  excellent  De  methodo  inte- 
gralium,  écrit  à  Tusage  de  THospital;  divers  thcorèmes  concer- 
nant  la  rectiíication  des  courbes  ;  la  propriété  de  la  quadratrice 
de  pouvoir  se  quarrer  au  moyen  des  logaritbmes ;  une  certaine 
qucstion  de  cinématicjue  conduisant  à  la  courbe  p  —  C//6,  dont 
la  spirale  de  Poimsot  est  Tinverse;  enfin  cette  belle  propriété 
de  la  cydoíde  dètre  la  limite  vers  laquelle  tendent  les  déve- 
loppées  successives  et  alternées  d'un  are  de  courbe  quelconque 
limite  à  deux  points  dont  les  tangentes  sont  perpendiculaires 
entre  elles  (-). 

De  mème,  dans  V Opera  de  Jacques  BeriNouli.i,  publié  en  17  44, 


(')  IjH  dómonstration  de  Mac  Laurin  revient  à  faire  voir  que  rf(a;')=2xcíx 
et  à  appli(iuor  ;i  ridentité  (a;-)"-^»;"   'x"*',  la  formule  d(xy)=xdy-\-ydx 

(')  Ce  tlu'or(!'me  a  été  dóinontré  par  Eulek,  puis  par  Poisson.  Oii  trouve, 
dans  lo  t.  ix  des  Aunales  de  Gergonne  une  dóinonstration  étcndue  au  caa 
oíi  les  taiif^entcs  font  uu  angle  quelconque.  On  verra,  dans  les  Nouv.  Ann. 
de  1846,  que  le  théorènie  de  Jean  Bkunoulli  a  lieu  également  pour  les 
orthoptiques  d'uue  courbe  quelconque. 
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on  trouve  de  noni])reux  travaux  poslhumes.  Noiís  signalerons 
le  problème  de  Irouver  la  ligne  donl  la  courhure  est  partout  pi  o- 
portionnelle  a  l'a)c  [^),  c'est-;i-dire  la  courbe  définie  par  la  rela- 
tion  R5  =  1 ,  et  qu'on  appelle  la  clotlwide. 

Comme  on  le  voit  par  leur  Coitimercium  epistolicum,  publié 
en  1145,  Leibmz  et  Jkan  BER^ouLLI  ont  en  1712  une  longue 
controverse  au  sujet  des  logarilhnies  des  quanlités  négatives; 
ce  qui  a  amené  Leiumz  à  conclure  que  la  log^arilhniiíjue  n'a 
qu'une  branche,  au  contraire  de  BER^o^]I.I,I,  qui  prétendail  (ju  elle 
en  a  deux.  Les  argunients  de  part  et  d'autre  étaient  tires  de  la 
propriété  de  cette  courbe  de  représenter  Taire  de  Thyperbole 

et   des   identités   — ^^ =  —  ,    \os  (—  àf  =  log  {a}) .    Euler    a 

—  X  X 

trouvé   la   solution   de   cette  difficulté  en  inventant   les  logari-- 

thmes    iniaginaires    et    moutrant,   comme  on  le  verra  plus  loin, 

que  la  log^aiithmique  a  une  seconde  branche  pointillée. 

Cest  d'ALEMiiERT  [Mém.  de  Berlin,  1746),  qui  a  le  preniier 
mis  hors  de  doute  la  possibilite  de  Texistence  du  rebro^sse- 
ment  de  seconde  espèce,  en  traitant  Texemple  y=^x^-\r\x^. 

Dans  le  t.  \\  de  son  Introductio  in  analysin  infvntorum  (Lau- 
sanne,  1748),  Euler  a  exposé  mag^istralement  la  théorie  j,^énerale 
des  courbes.  Entre  autres  choses,  il  traite  complètement  des 
changements  d'axes  de  coordonnées,  des  asymptotes,  des  points 
singuliers ;  —  propose  un  nouveau  classement  des  cubiques  et 
des  quartiques,  qu'il  répartit  respectivement  en  seize  et  cent 
quatre — vingt-seize  geures;  —  examine  plusieurs  difficultés  que 
presente  Tétude  des  couibes  transcendantes  :  la  courbe  hitersceji- 
danteÇ-)  y  =  x^^  est  indéfinissable  pour  £c  =  —  1  ;  la  logarithmi- 
que  a  au-dessous  de  Taxe  des  x,  une  infinité  de  ponits  discon- 
tinus  (innumcrabilia  puncta  discreta)  (^)-,  la  courbe  y={—  if  a 


(<)  Cest  le  premier  exemple  de  Temploi  des  coordonnées  iiitrinshques  du 
regretté  Cesaro. 

(2)  Ce  mot  a  étc  ci-('e  par  Leihniz. 

(5)  Comme  contributiou  à  riiíatoire  des  couibes  discontinues,  noue  cite- 
rons  la  courbe  de  Kramp  y  =  a*'"  {A.  G.,  1812-1813),  discontinuo  pour 
x:=0;  les  études  de  Vincent  (id.  1824-25)  sur  les  branches  jwúi<i7/(fes  ou 
ponctuéss  des  courbes  y  =  a',  ?/  ^  (—  x)« ,  ?/  =  Chx,  y'' =  a,  y  ^x" ,  y' ^x, 

y  hg  X  =  a;,  p  =  a^ . 

Nous  permettra-t-on  de  rappelcr  que  iious  avons  signalé  (J.  S.,  1893) 
la  courbe  bien  connue  drfinie  ci-dessous,  laquelle,  bion  qu'évidemment  dis- 
continue,  pout  être  rectiíiiM!  par  les  moycus  los. plus  ("lómciitaires.  Sur  le 
milieu  de  riiypoíénuse  BC  du  triaiigle  rectaugle  ABC,  on  construit  en 
dehors  du  triangle,  une  perpendiculaire  A'C'  égalc  au  quart  de  AC;  puis 
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une  branche  semblable  de  part  et  d'autre  de  Taxe;  la  eourbe 
y  =  x^  s'arrète  brusqucnient  (súbito  cessare);  Ia  eourbe  xy=y^ 
s*étudie  au  moyen  dune  variable  auxiliaire  t  déterniinée  par  la 
relation  y^tx.  arlifice  bien  des  fois  employé  depuis  (*).  Euler 
termine  en  abordant  la  géométrie  analytique  à  trois  diniensions, 
les  transfonualion  des  coordonnées  et  l'élude  des  quadriques 
et  de  leurs  interscctions. 

On  trouve  dans  les  InsWtuzioni  analiticke  (Milan,  1748),  de 
la  savante  AG^ES^  ouvrage  qui  loní^lenips  resta  classique,  l'étude 
de  plusieurs  courbes,  la  strophoide,  la  versiera  ou  la  cubique 
qui  port  sou  nom,  la  eourbe  £c*  —  yx^-\-by^  =  0  (point  triple  à 
Torigine),  la  eourbe  x^  -=  y  (point  d'arrél),  la  eourbe  x'^  =  (logy)^, 
(id.).  Cest  la  qu'on  put  voir  ])Our  la  preniière  fois  les  élénients 
du  calcul  integral  (-). 

Nous  avons  à  pai'ler  h  présent  de  célebre  De  linearum  geome- 
tricarum  proprietatihus  generalibus  tractatus  de  Mac  Laurin,  pu- 
blié  en  Jppeiulix  de  son  A  Treathe  of  Álgebra  (Londres,  1748) 
et  oú  on  voit  avec  raison  le  preniier  traité  de  géométrie  mo- 
derne.  Après  avoir  rappelé  les  deux  théorèmes  généraux  donnés 
par  Newton  dans  son  Enuineratio,  il  démontre  les  suivants: 

Par  un  pôle  O  passe  une  transversale  mobile  coupant  une  eourbe 

c/u  descri'  n  en  n  points  par  lesquels  on  mcne  des  tangentes  rencon- 

1  1 

Íra7it  fn  A,  13,  C,  ...  la  droite  fixe  OM.  La  somme  -pr-r'^-p-^^.. . 

UA     OB 

est  constante  (■').  Ce  beau  théorème  hii  permet  de  construire  les 

asymptotes,  et,  en  plaçant  le  pòle  sur  la  eourbe,  la  eonstruclion 


sur  les  milieux  de  BC  et  de  CC  les  perpendiculaires  A"C",  A"C"  égales 
chacuue  jiu  quart  de  A'C';  et  ainsi  de  suite.  Les  points  B, .  .,  C",  C,  C",.-  C 
dessinent  la  eourbe  en  quostion. 

(')  On  voit,  dans  les  oeuvies  des  Bernoui-t.i,  plusieurs  courbes  definias 
de  cette  façon  au  moyen  de  deux  équations  entre  trois  variables. 

(2)  IjAiialyse  démontrée  du  P.  Reynkau,  publiée  quarante  ans  aupara- 
vaut  ('tait  le  eeul  ouvrage  oíi  ces  éléments  pouvaieut  être  étudiós,  et  on 
conçoit  ce  que  pouvait  étre  un  traité  sur  une  matiòre  aussi  ótendue,  à  une 
époque  nu  lascience  ótait  à  peine  fondre.  Nous  no  disons  rien  de  plusieurs 
traitós  sur  les  tlnxions,  qui  n'avaiont  aueune  valeur;  ni  du  traité  de  Jijan 
Bkknoum.i,  qui  n'était,  à  vrai  dire  qu'uu  recuei),  —  excellent  à  la  vérité  — 
des  problémos  agites  à  Tépoque  ou  il  a  été  écrit.  époque  ou  les  niéthodes 
du  calcul  integral,  et  encore  nioins  celles  dos  équations  ditiérentielles, 
n'avaiout  piís  encore  été  étudiéos  d'une  maniòre  générale.  Quant  aux  trai- 
tés  de  Nkwton  et  de  Mac  Laiiun,  ils  n'étaient  rieu  nioins  que  des  traités 
élénientaires  et  de  vulgarisation. 

(^)  On  prend  le  signe  -\-  pour  les  segments  situes  d'un  côté  du  point  O 
et  le  signe  —  pour  les  autres. 
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du  cercie  de  courbure  et  celle  de  la  différentielle  de  la  cour- 
bure(i). 

Si  par  le  pôle  O  passe  une  transversale  coupant  en  n  points  une 
courbe  du  degré  n   el  quon  premie  sur  celte  droile  le  point  M  lei 

que  -——-  =  -——  +  — -—  +  .  ,  .  ,    le   lieu   de  iM   e$(   une  droile.    Mac 
^       OM       OA  ~  OB  ~ 

Laurin  attribue  ce  nom  moins  beau  tbéorème  ii  Cotes. 

II  applique  ces  tbéorèmes  aux  coniques  et  aux  cubiques,  ce 
qui  lui  donne,  entre  autres  propositions  três  interessantes,  Jes 
suivantes,  prises  parnii  les  plus  simples: 

Las  tangentes  a  une  cubique  en  trois  points  en  ligne  droile  cou- 
pent  la  courbe  en  trois  points  (galement  en  ligne  droile. 

Du  point  A  d' une  cubique,  ou  lui mène  deux  tangentes  AF,  AG; 
la  droile  qui  joint  les  points  de  contact  rencontre  la  courbe  en  B; 
les  tangentes  en  A  et  en  B  se  coupent  sur  la  courbe.  Si  le  point  A 
est  un  point  d^inflexion,  la  droile  AB  est  tangente  en  A. 

Du  point  A  dune  cubique  menons  trois  tangentes,  en  F,  G,  H; 
FG  coupe  la  courbe  en  B  et  BH  en  C:  la  droite  AC  est  tangente 
en  C. 

Si  d'un  point  d'infléxion  A  d'une  cubique,  on  lui  mcme  trois 
tangentes  AF,  AG,  AH,  la  droite  des  conlracts  FGH  coupe  harmo- 
niquement  toute  droite  joignant  k  à  un  aulre  point  quelco?iqTíe  de 
la  courbe  (J).  De  la  le  théorènie  de  De  Gua  mentionné  plus 
haut.  Si  en  outre  on  mène  les  transversales  quelconques  ABC,  ADE, 
les  droites  BD,  CE  se  coupent  sur  la  droite  FGH, 

Si  par  le  point  A  d'une  cubique  on  lui  mcne  qualre  tangentes, 
les  cordes  de  contact  se  coupcronl  sur  la  courbe  et  loxite  transver- 
sale passant  par  A  será  divisíe  harmoniquement  par  la  courbe  et 
deux  des  cordes  de  contact. 

Du  point  A  d' une  cubique  ntenons-lui  deux  tangentes  et  joignons 
les  points  de  contact  B,  C,  a  un  aulrc  point  D  de  la  courbe.  Les 
tangentes  aux  points  ou  la  courbe  est  coupce  par  les  droites  BD,  BC 
se  coupent  sur  la  courbe  (^). 
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(*)  Ces  constructious,  qui  parnissent  de  prime  abord  nécessiter  Templ 
du  calcul,  présentent  uu  haut  intt-iêt,  bien  quon  en  ait  trouvi'  depuis  d'au 
três  analogues  et  plus  simples.  Voir  par  exemple,  Chasles,  1.  cit.,  pag.  846 

(2)  Chjsles  (1.  cit,  pag.  34:'.')  tire  de  là  la  démonstration  de  ce  tbéo- 
rème, que  toute  cubique  peut  être  considérée  comme  la  jJ^rspective  d'une  des 
cinq  paraboles  divergentes  (Newton)  ou  d'une  des  cinq  cubiques  à  centre 
(Chasles). 

(^)  A  la  suite  de  ses  MHanges  de  Géométríe  (Paris,  1856),  de  Jonquikres 
a  donné  la  traduction  et  uu  commentaire  de  ce  traité  de  Mac  Laurin,  sauf 
ce  qui  concerne  les  coniques.  Nous  pensons  qu'une  monographie  didactico- 
historique  sur  les  cubiques  serait  uue  oeuvre  três  intcressant  et  três  utiie, 
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Maintenant  nous  avons  ii  mentionner  1'examen  par  Euler 
(Mé/n.  de  Berlin,  1745))  d'une  diíficulté  qu'on  peiít  exposcr  ainsi: 
il  faut  au  p/us  neuf  poinls  pour  déterminer  une  cubique^  or  deux 
cubiques  ne  peuvent  se  couper  en  plus  de  neuf  poinls;  ce  qui  fait 
voir  que  si  ces  deux  cubiques  se  coupent  en  ellet  en  neuf  points, 
les  neuf  équations  lincaires  d«''terininant  les  coefficients  ne  sonl 
pas  toutes  distinctes,  et  réciproquement. 

Dk  Gua  avait  produit  son  travail  sur  Tétude  des  courbes  al- 
gébriques  sous  la  íbrnie  d'une  longue  dissertation  qui  eút  été, 
avanta^euscment  pour  le  lectcur,  coupée  en  tbéorènies  ou  au 
nioins  en  chapitres  nettenienl  definis,  et  acconipagnés  d'exer- 
cices.  CuAMER  a  réalisé  cette  aniélioration  en  précisant,  déve- 
loppant  et  coniplétant  la  conception  de  De  Gua,  dans  son  im- 
poilante  Inlroduction  a  lanalyse  des  lignes  courbes  algébriques 
Genève,  1750),  encore  souvent  oonsultée  aujourd'hui,  à  cause 
surtout  des  três  nonibreux  et  três  intéressants  exemples  de 
courbes  qu'il  v  traite.  Signalons  parnii  ceux-ci,  le  buit,  la  stro- 
plioide,  la  rosace  ;i  quali'e  branches,  la  lemniscate  et  la  besace, 
courbes  déj;»  connues; — celle  appelce  depuis  courhe  du  dia- 
ble;  —  plusieurs  courbes  définies  géométriquement,  telles  que 
cellcs  dont  les  ordonnces  sont  les  nioyennes  aritlnnétiques  de 
deux  cerclcs  (courbe  lerniée,  deux  inflexions  et  poinl  double 
de  contact),  ou  d'un  cercle  et  (Tune  parabole  qui  lui  est  tan- 
gente (courbe  ferniée,  point  double  et  point  double  de  con- 
tact), ou  des  deux  paraboles  y~-x^,  y-  =  x  (deux  branches  infi- 
nies,  point  double  et  point  double  de  contact;  —  celles  dont 
les  ordonnées  sont  niovennes  proportionnelles  des  coordonnées 
du  cercle  (lorme  de  bilolium),  ou  de  la  parabole  y' =  ít;  + a 
(deux  branches  infinies  se  coupant  en  un  point  triple),  ou  du 
cercle  x- -\- y"^  —  2v  2(£c  —  y)  =  1  (f<^rnie  de  triloliuni),  ou  encore 
de  la  parabole  (^ -}- 1  )^  =  £c -|- 1  (branche  iniinie  avec  point  tii- 
ple);  —  enfin  les  suivantes: 

1/^  —  x^  -\-  '2x~y  =  O,  en  forme  de  coupe  ; 

2^5  _|_  3^.4  _  ^.^yi  _  Q^  imitant  la  lettre  R ; 

a;  =  y'  —  ?/*,  imitant  la  lettre  ^; 

(1 — ^'f  =  y'{y^  —  2a-),  dfcux  camrs  qui  se  coupent; 

x"^  [x  —  i/  2  )'^  =  y"*  iy  -\-  I  )>  branche  infinie  avec  deux  j)oints  dou- 

bles  et  deux  inflexions; 
(a;2 — l)^  =  ^2^2y-|- 3),    branche   infinie   avec   trois    points   dou- 

bbles; 
y-(y'^  —  2a;)  =  03- (3 — a;^),  coeur  accolé  a  un  ovale; 
y^  —  2y^  =  x^,  forme  de  trèíle; 
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y*  (8  -f-  4y  —  y^)  =  ^  (^^  —  V  2)2,  courbe  fermée,  deux  points  dou- 

bles,  qualre  inflexions; 
{y^  —  2)2  =  íc^(l — x),  forme  analogue. 

Quant  aux  peiTectionneinents  que  Cramer  a  apportés  dans 
l'application  de  lalgèbre  à  la  géoniétiie,  il  serail  difficile  de  les 
relater  sans  une  analyse  complete  de  sou  volumineux  ouvrage  (*); 
nous  nous  contenterons  de  rappeler  ses  découvcrtes  beaucoup 
plus  importantes  de  la  théorie  des  dérangements,  des  délermi- 
nantíi,  de  la  solution  des  équations  linéaires  déterminées,  et  ses 
travaux  sur  Vtliviination. 

Nous  arrétons  l;i  notre  étude,  car  la  suite  se  rapporte  à  une 
nouvelle  période  dans  laquelle  la  coordination  et  le  rapproche- 
ment  des  découvertes  antérieures  ont  produil  une  moisson  de 
theories,  de  métliodes  et  d  applications,  trop  riche  et  trop  va- 
riée  pour  quon  puisse  en  donner  une  unique  description  chro- 
nologique,  telle  que  celle  qui  precede.  D'un  còté  la  géométrie 
se  déga^e  entièrement  de  ses  origines  empiriques  pour  se  subje- 
ctiver  de  plus  en  plus,  et  d'un  autre  còté,  elle  s'assouplit  de 
toutes  les  maniòres  pour  une  foule  d'utilisations  analytiques  ou 
pliysiques,  qui  en  retour  lui  oííVent  de  nouveaux  motifs  de  re- 
cherches  et  suggèrent  de  nouvelles  con.sidérations  et  de  nou- 
velles  métliodes.  La  géométiie  a  acquis  ainsi  une  étendue  que 
les  savants  des  siècles  précédents  n'cussent  pu  sor.pconner. 
D'ailleurs,  insuffisamment  prepare  à  retracer  ce  piodigieux  la- 
beur,  nous  craindrions  d'en  donner  une  idée  par  trop  fausse, 
en  publiant  les  quelques  pages  que  nous  avions  écriles  sur  ce 
sujet(^).  Et  mème  notre  conclusion  será  de  sollicitcr  toute  Tin- 
dulgence   du    lectcur:    chétif  pionnier    perdu    dans    limmense 


(')  D'ailleurs  aucun  de  ces  perfectionnements  ne  lui  a  suivrcu,  et  c'est 
peut-êtrc  k  tort;  car  quaud  on  volt  la  facilite  avec  laquelle  il  découvre 
les  exemples  qui  doivent  illustrer  ses  préceptes.  on  ne  peut  s'empêcher  de 
se  demander  s"il  n"y  aurait  pas  lieu  de  léedifier  cette  méthode  eu  la  com- 
binant  avec  le  calcul  diffrTcntiel  et  les  diverses  métliodes  moderues,  qui 
sont  loin  de  satisfaire  à  tous  les  cas. 

Nous  croyons  d"ailleurs  qu"on  s'attaide  généraleinent  trop  à  la  géomé- 
trie analytique,  qui  doit  étre  uu  nioyen  et  non  un  but.  La  géométrie  infi- 
nitésimale  dont  il  n'existe  encore  aucun  mauuel,  est  autrement  importante, 
surtout  comme  préparation  à  Tétude  de  la  mécanique  et  de  la  physique. 

(2)  On  peut  prendre  une  idée  suffisante  des  immenses  progròs  de  la 
géométrie  dans  le  xix^  siècle,  en  lisant  1'important  rapport  lu  par  M.  Dar- 
Boux  en  in()4  au  Congrès  de  St.  Louis. 

Voir  aussi  Tesquisse  historique  de  Hankel  (B.  D.,  1885),  le  Rapport 
de  Chasles  (Paris,  1868),  et  pour  les  détails  VEncycl.  desse.  math.  en  coura 
de  publication. 
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Domaine,  nous  avons  eu  1  audace  de  vouloir  retrouver  les  traces 
laissées  par  les  Ancétres  dans  le  grand  défrichement  et  de  ra- 
conter  leurs  liauts  faits  scieiílifiques.  Le  contacl  de  ces  grands 
honimes  nous  a  d'autant  plus  fait  sentir  notre  insuffisance  pour 
un  tel  travail  •,  aussi  nous  somnies-nous  borne  ii  une  sèche  chro- 
nologie  des  faits,  autant  dire  sans  coninienlaires  ni  généraux 
ni  particuliers:  nous  nous  soninies  nième  ;i  peu  prés  interdit 
le  procede  conimode  des  citalions.  Cependant,  quelque  impar- 
fait  qu'il  soit,  peul-ètre  notre  travail  conlribuera-t-il  (juelque 
peu  h  éveiller  le  gout  des  eludes  historiques  et  le  désir  de 
connaitre  ces  fondateurs  de  la  science,  dont  les  tatonnenients 
et  les  erreurs  niènie  couimandent  lattention  de  ceux  qui  voient 
dans  létude  auli'e  chose  que  le  banal  désir  de  collectionneur 
d'agi'andir  le  cercle  de  leurs  connaissances :  le  vrai  but  de  la 
science  n"est-il  pas  relargisseuient  de  Tesprit  bumain?  et  Tliis- 
toire  de  ses  progrès  n'est-il  pas  le  nioyen  le  plus  puissant  de 
l'oblenir? 


QUELQUES  REMARQUES  SUR  LES  ÉQUATIONS 
DU  MOUVEMENT  DUNE  CHAINE  PARFAITEMENT  FLEXIBLE 


Par 


Paul  Appell 

Membre  do  1 'Instituí  de  France 


(Suite) 


Pour  terminer  cetle  étude,  noiís  indiquei^ons  une  forme,  par- 
ticulièrement  simple,  sous  laquelle  on  peut  meltre  les  équalions 
du  mouvemeut  dun  fd  homogène,  dans  un  plan  fixe,  sous 
Taction  de  forces  dipemlant  uniquement  du  temps. 

Prenons,  comnie  unité  de  inasse,  la  masse  de  Tunité  de  lon- 
gueur  du  fd,  appelons  x  cl  y  les  coordonnées  rectang-ulaires 
d'uii  élément  ds,  T  la  tension  de  cet  élément,  Xí^/í,  \ds  les  pro- 
jections  de  la  force  appliquée  à  lélénient:  nous  supposons  que 
X  et  Y  sont  des  fonctions  de  l  seul. 

Les  équations  du  mouvenient  sont  alors 

/  d^x        d  I     dx\ 
l    dl''        ds  \     ds  / 

X.  y,  T  étant  fonctions  des  deux  varlables  indépcndantes  s  et  t. 

VoL.  IV  —  N.o  2  4 
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DiíTérentions  les  deiix  preniières  équations  par  rapport  a  s 


d^j: 


d^ 


dsdt^       ds*  \     ds  J 
d^y 


dsdt^       ds^  \     ds 


dx\ 
ds 

dy 


Soit  2  Tunité   imaginairc   V —  1 ',    multiplions   la   seconde   équa- 
lion  par  +  ?',  ajoutons  la  à  la  preniière  et  posons 


nous  aiirons; 


dx   , 

dy 
ds 

=  z 

dx 

ds 

dy 
ds 

=  Zl  , 

d^x 

d'^ 

(T.) 

dt^ 

ds'^ 

dHi 

d^' 

(T^i) 

di'^ 

ds'^ 

zzi  = 

-\. 

(2) 


La  dernière  équation  montrc  qu'on  peiít  poser 

(3)  x  =  ei9,     j;i  =  ^-.?, 

(p  étanl  une  fonction  de  s  et  t,  représentaut  Tangle  de  réiément 
ds  avec  Ojc;  les  deux  premières  équations  (2)  deviennent  alors, 
en  développant 


d\ 

d\ 


'dij   ~~d?~ 

d^  \  2    dn 
Tu 


ds    ds 

,2,-^i^  +  T 
as    as 


d^ 


dl*       \  dt  /         ds' 
D'oCi  enfin,  par  addition  et  soustraction 


1_W 
s-2       \  ds  ) 


(3) 


V  dt  J  ds^  "•       \  ds 


dT    r/cp 


dh 


-fT— ^. 

ds    ds  ds'^ 
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On  a  ainsi  deux  équations  qui,  joinles  aux  conditions  ini- 
tiales  et  aux  conditions  aux  liniilcs,  déleiíuinent  T  et  '^  en  fon- 
clion  de  s  et  t. 

Eíi  diííérenliant  la  preniière  écjuation  (3),  par  rapport  à  5,  et 

la    deuxième    deux    Ibis    successivement,    par    rapport    a    s,    on 

^T      c/H     fPT 
obtient  5   équations  linéaires  en  T,  —p-,  — riri  —tõ"'  L'élimina- 

c/s       ds^       rís-^ 

tion  de  ces  quatre  quantités  donnera,  pour  cp,  une  équation  du 

quatriènie  ordie,  qu'il  scrait  intéressant  d'étudier. 

Les  équations  (3j  fourniront  inimédiatement  les  niouvements 

du  fil  dans  lesquels  T  est  constant:  nous  n'insisterons  pas  sur 

ce  problème  qui  est  une  généralisation  du  problème  des  cordes 

vibrantes. 


PRÕDROIVIO  DA  FLORA  PORTUGUEZA 


POR 


Gonçalo  Sampaio 


(Continuação) 

G7.  HELIÁNTHEMUM,  Tour. 

196.  H.   iinibellcittini   (Lin.)   Mill.;    Cistus    unibellatus, 

Lin.,   Jirol.  iii  Fl.  lusii.  ji,   263;    Haliinium  unibellatuni, 
Spach.  —  Norte  e  centro. 

raç.  verticillátuni  (Hrot.);  Cistns  verticillatus,  Brot. 
in  Fl.  liisit.  lí,  262,  non  Willk.  in  Prod.  Fl.  Hisp. 
nec.  .1.  Davcaii  in  íiol.  S(ic.  Hrot. — Da  Extrema- 
(luia  ao  Alto  Aleintejo. 

197.  U.    libixnótisí    (Lin.)    ^YilUl.;    Cistus    libanotis,    Lin., 

Brot.    in  Fl.   lusit.   ii,  261;    Ilaliiniuni  libanotis,  Lge. — 
Desde  Ovar  ao  Algarve,  no  littoral. 

198.  H.   oc;>"nioi<:les   (Lamk.)  Pers. ;    Cistus  ocynioides, 

Lanik.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  263;  Haliniium  ooyuioides, 
Willk.  et  Lge.  —  Do  Douro  ao  Algarve. 

var.   algai-vcnse  (Dun.);    Ilclianthumum    algarvense, 
Dunal.  —  Da  Louzã  ao  Algarve. 

199.  H.   lasiiintliiTiii  (Lauik.)   Pers.-,    Cistus    lasiantbus, 

Lanik.-.   líroi.  in  Fl.   lusit.  ii,  26i;   Ilaliinium  eriocepha- 
luui,  >Nillk.  —  Alenilejo  liltoi"al. 
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raç.  forinóâum  (Curt.);  Cistus  formusus,  Curt.;  Ha- 
limium  forniosum,  AVillk.;  J.  Davcau  in  Boi.  Soe. 
Brot,  IV,  50.  —  Serra  de  Monchique. 

200.  H.  occidentále  (Amo)  Samp.;  Cistus  oceidentalis, 
Amo;  Halimium  oecidenlale,  Willk.  —  >íorte  e  centro. 

var.    alyssoitles  (Lamk.);    Cistus   alyssoides,  Lamk.; 
Cistus  scabrosus,  Ait.  —  Norte. 

for.  rugósum(Yi\xx\.)\  Helianlhum  rugosum,  Dun. 

var.     cheirantoides    (Lamk.);     Cistus    cheirantoides 
Lamk. — Norte  e  centro. 

20L  H.  halimirólium  (Lin.)  ^YiIld.;  Cistus  halimifolius, 
Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  362;  Halimium  haliniifolium, 
\Villk.  et  Lge. — De  Aveiro  ao  Algarve. 

raç.  involaerátam  (Lamk.);  C.  involucratus,  Lamk., 
Brot.  loc.  cit.  II,  265;  Helianthemum  multiflorum, 
Salz.;  Halimium  multiflorum,  ^^illk.  —  Centro  e  sul. 

raç.  lasloealycinani  (Bois.  et  Beut.);  Helianthemum 
lasiocalycinum,  Bois.  et  Reut.  —  Portugal,  ex  herb. 
Schousboe,  teste  Lange.  (n.  v.). 

202.  H.    tuberária   (Lin.)   Mill.;    Cistus  tuberaria,  Lin., 

Brot.    in    Fl.    lusit.   ii,   268.  —  Ouasi   lodo  o  paiz.  Vulg. 
Alçar. 

for.  alpestris  (^A'illk.)  —  Norte  a  sul.  • 

203.  H[.    g-lobnlafiaeíi^liiTm    (Lamk.)    Pers,;    Cistus 

globulariaífolius,    Laujk.,    Brot.    in    Fl.    lusit.  ir,  267. — 
Quasi  todo  o  paiz. 

for.  minor  (Willk.)  —  Norte  e  centro, 
for.  major  (Willk.)  —  Sul. 

204.  H.    g-u.ttátixm    (Lin.)    Mill.;    Cistus    guttatus,    Lin., 

Brot.  in  Fl.   lusit.   ii,   268;  Tuberaria  variabilis,  Willk., 
Helianthum  variabile,  Amo. — Todo  o  paiz. 

for.    plantaginea    (Willd.)  ;    Cistus    plantagineus, 

Willd.  — Norte  a  sul. 
for.  minor  (Lamk.);    Cistus  guttatus,  var.   minor, 

Lamk.  —  Centro  e  sul. 
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var.  macroscpalum  (I)un.);  Heliantli.  macrosepalum, 
Dunal;  Tuboraria  macrosepala,  Willk.,  .1.  Dav, 
in  Boi.  Soe.  IJrot.  iv,  60.  —  Beira  meridional. 

var.  bupleurijólium  (Lamk.);  Cistus  bupleurifolius, 
Lamk.;  Tuberaria  bupleuriíolia,  Willk.  in  Icon. 
tab.  ti5.  — Da  Beira  ao  Algarve. 

var.  inconspicuu7n  (Thib.)',  Heliantbemum  inconspi- 
cuum,  Tliibaut;  Tuberaria  ineonspieua,  Willk., 
J.  Dav.  in  Boi.  Soe.  Brot,  iv,  59.  —  Desde  a 
Beira  ao  Alemtejo. 

205.  H.  ledifcSlitim  (Lin.)  Willd.;  Cistus  ledifolius,  Lin., 

Brot,  in  Fl.  lusil.  ii,  271. — De  Bragança  ao  Algarve. 

raç.  villósuni  (Tbib,);  Heliantbemum  villosum,  Tbi- 
baut, — Algarve,  em  Faro  (n.  v.). 

206.  H.   salicifólinm.   (Lin.)    Pers.;    Cistus    salieifolius, 

Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  272.  —  Extremadura,  ex  Bro- 
tero  (n.  v,). 

raç.   interniédiam   (Thib.);   Heliantbemum  interme- 
dium,  Thibaut.  —  Centro  e  sul. 

207.  H.    aeg-iptiacuin  (Lin.)  Mill.;  Cistus  aegyptiacus, 

Lin.,  Brot.  in  Fl.   lusit.  n,  272.  —  De   Bragança   ao   Al- 
garve. 

208.  U,    polifóliu.111  (Lin.)   DC.*,  Cistus    polifolius,    Lin.; 

Heliantbemum    puiverulenlum,     Willk.    in    Icon.,     103, 
tab.   137-138.  —  Norte  e  centro. 

var.  velutinwn   (Jord.);    Heliantb,   velutinum,  Jord. 

—  (dentro, 
var.    (ippcninus    (Lin.);     Cistus    aj)peninus,    Lin. — 

Beira. 

raç.  pllúí^iiiii  (í>iu.);    (Cistus  pilosus,  Lin.;  lleliantbe- 
nmm  pilosum,  Pers.  —  Centro. 

var.  tomentclliim,  Willk.  —  Centro. 

209.  H.    viilpfjii*e,    (íacrt.;    Cistus    beliantbemum,    Lin., 

Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  269. — Norte. 

raç.  serpyllifóliuiu  (Lin.)  IMill.;  Cistus  serpyllifolius, 
Lin.  —  Norte. 
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210.  H.  g-laiTCum  (Cav.)  Pers.,  Willk.  in  Prod.  Fl.  Hisp. 

Ill,  731;  Cistus  glaucus,  Cav.  —  Sul  do  paiz. 

var,  stoechadifolium  (Brot.);  Cistus  stoechadifolius, 
Brot.  in  Fl.  lusil.  ii,  210,  non  Jacq.  —  Alenitejo 
ao  Algarve. 

211.  H.  hírtnm  (Lin.)  Pers.,  Willk.  in  Icon.  122,  tab.  147; 

Cistus  hirtus,  Lin.  —  Norte  a  sul  (raro)  n.  v. 

var.  baeticum,  Dun.  —  Alemtejo. 

212.  H.  lavandulaeíólivim  (Lamk.)  DC,  Willk.  et 

Lge.  in  Prod.  Fl.  Hisp.  iii.  736.  —  Centro?  n.  v. 

213.  H.  paniciTlatU-m,  Dunal,  Willk.  et  Lge.  in  Prod. 

Fl.  Hisp.  III,  738.  —  Centro?  n.  v. 

214.  H.  marifoliu-m  (Lin.)  DC;  Cistus  marifolius,  Lin., 

Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  266.  —  Sul  do  paiz. 

215.  H.  origanifoliam   (Lamk.)  Pers.;  Cistus  origani- 

folius,  Lamk.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  266.  —  Algarve. 

216.  H.  thyinifóliiTm  (Lin.)  Pers.;   Cistus  thymifolius, 

Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  269;  Fumana  glutinosa.  Bois. 
—  Centro  e  sul. 

var.    Barreliérii   (Ten.);    Heliantlienium    Barrelierii, 

Ten.  —  Coentro. 
ynr.  juniperina  (Lag.);  Helianth.  juniperinum,  Lag. 

—  Centro  e  sul. 

217.  H.    laevij>es    (Lin.)    Willd.;    Cistus    laevipus,    Lin., 

Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  267;   Fumana  laevipes,  Spach. — 
Alemtejo  e  Algarve. 

218.  H.    pr^ocúmbens,    Dunal;    Fumana   procumbens, 

G.  Godr.,  J.  Dav.  in  Boi.  Soe.  Brot.  iv,  69;   Cistus  fu- 
mana, Lin.  p.  p.  —  Centro. 

219.  H.  ericoides  (Cav.)  Dun.;  Cistus  fumana,  Lin.  p.  p., 

Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  267;  Fumana  Spachii,  G.  Godr. — 
Coimbra. 

Entre  as  espécies  deste  género  produzem-se  hybridos  diversos,  es- 
tando conhecidas  no  paiz  algumas  formas  dos  seguintes:  II.  occi- 
deiilalc  X  ocynioi«loM,  II.  haliniifoliani  x  oeyinoides« 
H.  blrtuni  X  pollfollam. 
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Fam.  X  —  VIOLACEAE,  Juss. 

68.  VÍOLA,  Tour. 

220.  V.  tricolor,   Lin.,   Brot.  in  Fl.    lusit.  i,  306,  p.  p.; 

iVlach.  in  Cat.  iiiet.,  28. — Todo  o  paiz.  Viilg.  Amor  per- 
fetto,  Flor  seraphica,  Erva  da  trindade. 

raç.  hortéiísií^,    DC;    P.    Coiit,    in   Boi.   Soe.    Brot. 

X,  38.  —  Muito  cultivado  como  planta  ornamental, 

em  todo  o  paiz. 

raç.  arvéiísis  (Murr.);  V.  arvensis,  Brot.  in  Fl.  lusit. 

I,  306,  p.  p.  —  Quasi  todo  o  paiz,  nos  campos. 

var.  Machadeàna,  P.  (^out.;  V.  tricolor  p.  Macha- 

deana,  P.  Cont. 
var.   lusitánica,  Samp.   in   herb.   Acad.  Polyt.  do 

Porto, 
var.    Irimcstris,    DC;    V.    tricolor   v.    trimestris, 

DC,  Mad).  loc.  cit.  28. 
var.  rurális  (Jord.);  V.  ruralis,  Jord.  ap.  Bor. 
var.    Henriqueú,    Willk.;    V,    tricolor,    S.    Henri- 
quesi,  Wk.  ap.  Cout.  in  Boi.  Soe.  Brot.  x,  36. 

raç.  Albnqnerqneána,  Samp.  in  herb.  Acad.  Polyt. 
Porto.  —  Villa  do  Conde,  nos  areaes  maritimos. 

221.  '\í .   caespitósa,    I^íf*.,   J.    Henriq.    in   Exp.  scient. 

1  17  •,  Viola  tricolor  var.  flore  omnino  luteo  Hcrminii, 
Brot,  in  Fl.  lusit.  i,  306;  V.  lutea,  Welw.,  Mach.  in  Cat. 
met.  28,  non  Huds.  —  Serra  da  Estrella,  na  parle  alta. 

for.  condensata,  Henriq.  in  Exp.  scient.,   117.    , 
for.  laxa,  Henriq.  in  Exp.  scient.  117. 

222.  V.  odoráta,   Lin.,  Brot.   in  Fl.  lusit.  i,  305.  —  Cul- 

tivada nos  jardins  e  espontânea  no  centro  e  sul.  ^  ulg. 
Violeta  de  cheiro. 

223.  "V^.  õ.ll)a,  Bess. —  Cultivada  e  subespontanea  em  algu- 

mas localidades.  ^  ulg.   Violeta  branca. 

raç.    sooloplijila    (.lord.);   V.   collina,   Samp.  in  An. 
Sc.  Nat.  VI,  6S,  non  Bess.  —  Margens  do  rio  Douro. 
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224.  "V.   palústris,   Lin.,  J.  Henriq.  in  Exp.  scient.   116. 

raç,  Jares^íl,  Link.  in  Neus  Jour.  Bot.  iii,  140  (an. 
1805);  V.  hirta,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  305  non  Lin.; 
V.  iiliginosa,  Wehv.  non  Schred.,  Mach,  loc.  cit.  27-, 
V.  epipsila,  Ledb.  in  Ind.  Dorp.;  V.  palustris  p, 
epipsila,  P.  Cout.  in  Boi.  Soe.  Brot.  x,  27. — Desde 
o  Minho  á  Serra  da  Estrella. 

225.  V,  silvá-tioa,  Fries.,  J.  Henriq.  in  Exp.  scient.  116; 

V.  silvestris,  Lamk.  p,  p.  Kock.  Mach.  in  Cat.  met.  27; 
V.  canina,  Brot.  in  Fl.  hisit.  i,  305,  non  Lin.?  —  Todo 
o  paiz.  Vulg.   Violeta  brava.  Benesse. 

raç.  Relohenbaebiana  (Jord.);  Y.  silvalica  ,3.  mi- 
crantha,  Dòll.,  P.  Cout.  in  Boi.  Soe.  Brot.  x,  30. 
—  Desde  o  Minho  á  Beira. 

for.  pygynaea  (Lge.);  V.  silvatiea,  \i  pigmaea,  Lge. 

raç.  Riviniána  (Reich.);  Y.  silvatiea  p.  macrantha, 
Wallr,,  P.  Cout.  in  loc.  cit.  30.  —  Desde  o  Minho 
ao  Algarve. 

var.  rostráta,  Cout.;  Y.  silvatiea  jx  rostrata,  Cout. 

in  loc.  cit. 

226.  V.  canina,  Lin,  (?)  Auet,,  J.  Henriq.  in  Exp.  scient. 

117.  —  Desde  as  Beiras  ao  Algarve. 

var.  lucórum,  Reich.;  Y.  canina  ,3,  montana,  J. 
Henriq.  in  loc.  cit.;  Y.  canina  ,3.  montana +1J- 
lucorum.  P.  Cout.  in  Boi.  Soe.  Brot.  x,  32. — 
Com  o  typo. 

raç.  lasltánlca  (Brot.);  Yiola  lusitaniea,  lirot.  in 
Phyt.  lusit.  fase.  1."  (edic.  an,  1800),  pag,  22; 
Phyt,  lusit,  (ediç,  an,  1816)  pag,  39,  tab.  17;  Fl. 
lusit,  I,  pag,  306;  Yiola  láctea,  Sm.  (an.  1800); 
Yiola  lancifolia,  Thore  (an.  1803),  Mach,  in  Cat. 
met,  27,  —  Do  Minho  ao  Algarve, 

var.  major,  Rouv  et  Foue. 

var,  pumilifórmis,  Rouv  et  Foue. 

raç,  elátlor  (Clus,);  Y,  montana,  Lin,  p,  p,;  Yiola 
Ruppii,  Brot,  (?)  in  Fl.  lusit.  I,  305;  Yiola  canina, 
,3.  montana,  Horn.,  P,  Cout,  in  Boi.  Soe.  Brot.  x, 
32.  —  Beiras, 
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227.  "V.  avbor-éscens,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  306. 
var.  serratifólia,  DC,  —  Cabo  de  S.  Vicente. 

Nào  é  raro,  em  mistura  com  os  productores,  o  hybrido  V.  Ínsita- 
nica  X  silvatica  (V.  saòrãetonim,  Rouy  et  Fouc),  geralmente  infe- 
cundo. 


Fam.  XI  —  POLYOALACEAE,  Lindley 

69.  POLYGALA,  Tour. 

228.  r*.    microphylla,   Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  30; 

Phyt.  lusit.  Ji,  21  i,  tab.  175;  HoíT.  et  Link.  in  Fl.  port. 
I,  280,  tab,  56;  Bracbytropis  microphylla,  Willk.  —  Do 
Minbo  ao  Alemtejo  (terrenos  piçarrosos). 

229.  F*.  vvilg-áris,  Lin.,  Brot,  in  Fl.  lusit.  ii,  29;  P.  vul- 

garis  et  P.  rósea,  IMacb.  in  Cat,  met,;  J.  Henriq.  in 
Exp.  scient.  109.  —  Todo  o  paiz.  Vulg.  Poligala,  Erva 
leiteira. 

var.  lusitánica,  P.  Cout.  in  Boi.  Soe,  Brot,  X,  71. — 

Norte  e  centro, 
var,  ojcyptéra  (Beich.),  P.  Cout.  in  loc.  cit.  —  Todo 

o  paiz. 

rac.  serpyllácea  (Weihe);  Polygala  depressa,  Wend., 
J.  Henriq.  in  Exp.  scient,  109, — De  norte  a  sul 
do  paiz  (n.  v.). 

230.  F*.   monspelíaca,    Lin,,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  29, 

et  in  Pbyt,  lusit.  II,  216,  tab.  176.  —  Da  Bairrada  ao 
Algarve. 


Fam.  XII  — FRANKENIACEAE,  St.  HiU. 


70.  FIIANKENIA,  Lin. 

231.  F.  iJiilveriilenta,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  r,  556. 
—  Desde  o  Douro  ao  Algarve  (terrenos  salgados  e  hú- 
midos). 
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232.  F".  laevis,  Lin.,  Bmt.  in  Fl.  lusit,  ii,  556-,  F.  hirsuta 

a.    laevis,    Bois,    in   Fl.   ori.    i,  780.  —  Liltoral,   desde  o 
Minho  ao  Algarve. 

var.  intermédia  (DC);  F.  hirsuta  [3.  intermédia, 
Bois.,  P.  Cout.  in  Boi.  Soe.  Brot.  x,  23. — 
Centro  (n.  v.). 

233.  F.  Boissiéri,  Reut.,  Mach.  in  Cat.  met.  29.— Lit- 

toral  do  Algarve  (n.  v.). 


Fam.  XIII  —  DIANTHACEÁE,  Lindley 


71.  CUCUBALUS,  Tour. 

234.  C  baccífer,   Lin.,    Mach.    in   Cat.    met,   30;    Silene 

haccifera,    Brot.    in  Fl.  lusit.  ii,  183.  —  Norte    e  centro. 

72.  SILÉNE,  Lin. 

235.  S.  "venôs^a  (Gilib.)  Asch.;  Concubalus  venosus,  Cilib.; 

C.  Behen,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ií,  180*,  Silene  inflata, 
Sm. — Todo  o  paiz.  Vulg.  Erva  traqueira. 

raç.  marítima  (Horn.);  Yiscago  niaritima,  Horn.  •, 
Cucubalus  maritimus,  Lamk.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  n, 
180;  Silene  maritima,  With.  —  Norte  e  centro  (Beira 
mar). 

236.  S.  cónica,  Lin.;    Silene  conoidca,   Samp.  in  An.  Sc. 

Nat.  VI,  GD,  non  Lin.  —  Margens  do  rio  Douro  (rara). 

237.  S.  itíxlica   (Lin.)   Pers.;   Rohrbach  in  Mon.  der  Gatt. 

Sil.,  219;   Cucubalus  italicus,  Lin. — Do  Douro  á  Extre- 
madura. 

raç.  nemorális  (W.  et  K.);  Silene  nemoralis  Waldst. 
Kilaib.  —  Mui'gens  do  rio  Douro  (Gaia,  etc). 

238.  S.  nútaiis,   Lin.,   Brot.   in  Fl.  lusit.  ii,   193.  —  Norte 

e  centro  do  paiz  (n    v.). 
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raç.  longioília  (Brot.);  Cucubalus  long^icilius,  Brot. 
in  Fl.  lusii.  II,  180;  Silene  longicilia,  Oth. — Norte 
a  sul  do  paiz, 

raç.  mcllífora  (Bois.  et  Beut.);  Silene  melífera,  Bois. 
et  Reut.,  Mach.  in  Cat.  met.,  35.  —  Serra  de  Mon- 
chique (n.  V.). 

239.  S.  mu-sacípu-la,  Lin.;  Mach.  in  Cat.  met,  35;  Silene 

stricta,  Brot.  in  Fl.  lusit.  11,   187  non  Lin.  apud  Nym. — 
Centro  e  sul  (n.  v.). 

240.  S.  crética,  Lin.;  Rohrbach  in  Mon.  der  Gatt.  Silen. 

167.  —  Centro  (de  Coimbra  a  Buarcos)  (n.  v.). 

241.  S.  inapérta,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ií,  188. —  Desde 

o  Douro  ao  Alemtejo. 

242.  S.   povténsis,    Lin.,    Brot.    in   Fl.   lusit.   11,    192. — 

Quasi  todo  o  paiz. 

243.  S.  ru-bélla,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  11,  188.  —  Centro 

e  sul  do  pai/,. 

244.  S.  fuscíxta,   Brot.   in  Fl.  lusit.  11,   187. — Centro  do 

Paiz. 

245.  S.   nicaensis.    Ali.,   Brot.   in   Fl.    lusit.    11,    191. — 

Areaes  maritimos,  do  Minho  ao  Algarve. 

240.  S.  raiiiosissínia,  Desf.,  Welw.  in  It.  lusit.  n.°  216. 

—  Liltoral  do  centro  e  sul  do  paiz. 

247.  S.   inacrorliiza,  Gay;   S.  foetida,  Link.  (nom.   an- 

ti({.  scd  erroi-.);  S.  Herniinii,  Welw.  —  Serra  da  Estrella, 
nos  Cântaros. 

248.  S.  aciTtif<>lia5  Link.;  S.  nielandrioides,  Lge.;  S.  me- 

landrioidas  ji.  acutiColia,  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  v,  109. 

—  Norte,    nas    reg^iõcs    montanhosas    e    elevadas,    desde 
Castro  Laboreiro  á  Serra  da  Estrella. 

249.  S.  Bor.yi,  Bois.:  S.  Ramburiana,  Wcbb.  in  It.  Hisp.  64. 

var.   duriensh,    Samp.   in  An.   Sc.   Nat.  vii,  112. — 
Margens  do  Douro  (rara). 
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250.  S.  cilio.ta.9   Pour.,  .1.  Henriq.   in  Exp.  scient.   Hí. — 

Serra  da  Estrella. 

for.  geniculáta  (Pour)  —  Com  o  typo. 
for.  elcgans  (Link.)  —  Com  o  typo. 

251.  S.  legionénsis,   Lag.,   Samp.   in  An.   Sc.  Nat.  viil, 

115.  —  Bragança. 

252.  S.  apétalã,  Willd.,  Rohrbach  in  Mon.  der  Gatt.  Sil., 

118.  —  Centro  e  sul  do  paiz. 

253.  S.  long-icdulis,  Pour.,  Rohrbaeh  in  Mon.  der  Gatt. 

Sil.,  117.  —  Centro  e  sul  do  paiz. 

254.  S.  coloráta,  Poir.,  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  v,  10(J-, 

S.  biparlita,  Desf. — Do  norte  a  sul  do  paiz. 

var.  decúmbens  (Biv.);  Samp.  in  An.  Sc.  Nat.  x,  18. 

—  Sul,  nos  areaes  maritimos. 
var.    canéscens   (Ten.);    Mariz   in   loc.    cit.  —  Centro 

(Areaes  do  Sado). 

raç.  distácbya  (Brot.);  Silene  dislachya,  Brot.  in  Fl. 
lusil.  II,  189  et  in  Phy.  lusit.  i,  175,  tab.  71  non 
IMariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  v,  105;  Silene  biparlita 
var.  lasiocalyx,  Soy  Will.  et  Godr.  —Centro  e  sul. 

255.  S.  clísticha,  Willd.,  Mariz  in  Boi,  Soe.  Brot.  v,  106. 

—  Desde  a  Figueira  da  Foz  a  Setúbal. 

256.  S.  vesxDertína,  Retz.,  xMach.  in  Cat.  mct.  32,  Mariz 

in  Boi.   Soe.   Brot.  v,    105,  excl.   svn.  Broter.  —  Norte  e 
centro  (n.  v.). 

257.  S.  psamniitis,  Link.,  Rohrbach  in  Mon.  der  Gatt. 

Sil.    112;    S.    villosa,    Welw.    in   It.    lusit.    n.°  501,  non 
Torsk. 

var.  lasioslyla  (Bois.);   Silene  lasiostyla,  Bois.  —  De 
Traz  dos  Montes  ao  Alto  Alemtejo. 

258.  S,  littórea,  lirot.  in  Fl.  lusit.  11,  186.  Elisanthe  lit- 

lorea,  Samp.  in  herb.  Ac.  Polyt.;  Silene  Cambessedesii, 
Bois.  —  Areaes  maritimos,  do  Minho   ao  Algarve. 

for.  elatior,  Willk.  —  Com  o  typo,  em  varias  locali- 
dades. 
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259.  S.    scabriflóra,   Brot.    in   FI.    lusit.    ir,    184   et  in 

Phyt.  lusil.  I,  177,  lab.  72,  non  Mariz  in  Boi.  Soe,  Brot. 
V,  107,  nec  Link,  Bolirbach  et  Gúrke;  S.  hirsuta,  Lag. 
in  Var.  ciene.  ji,  212. — Terrenos  arenosos  de  quasi 
todo  o  paiz. 

var,  sabulelorum  (Link.)  —  Terrenos  do  littoral,  de 

norte  a  sul. 
var.  hirla,  Willk,,  Mariz  in  loc,  cit,  —  Com  o  lypo. 

260.  S.  laxiflóra,   Brot.    in  Fl.   lusit.  ii,    188,   non  Mariz 

in  Boi,  Soe.  Brot.  v,  103  nec  Gurke  in  PI.  europ.  ii, 
29i;  Silene  micropetala,  Lag.  in  Gen,  et  sp.  15.  —  Desde 
o  Douro  ao  Algarve. 

261.  S.   noctrírna,   Lin.,   Brot.   in  Fl.  lusit.  ii,    183. — 

Desde  o  Alto-Douro  á  Extremadura. 

var.  brachypétala  (Rob.)  —  Da  Extremadura  ao  Al 
garve. 

262.  S.  gflillica,   Lin.,  IMach.   in  Cat.  met.  32;   Silene  lusi- 

tanica  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  184. — Quasi  todo  o  paiz. 

var.   lusitdnica  (Lin.)-,   Silene  lusitanica,    Lin.  —  Da 

Beira  ao  Algarve. 
var.   qui7iquevulnera  (Lin.)-,   Silene  quinquevulnera, 

Lin.  —  Muitas  localidades,  sobretudo  no  littoral. 

raç.  áiigllea  (Lin.)-,  Silene  anglica,  Lin.  —  Centro  e 
sul,  em  varias  localidades. 

263.  S.  pratcnsis  (Rafn.)  Gren.  et  Godr. ;  Lychnis  pra- 

tensis,  Hafn.;  Lychnis  dioica,  Lin.  p.  p.,  Brot.  in  Fl. 
lusit.  II,  222-,  Lychnis  vespertina,  Sibtli.;  Melandryum 
pratense,  Rochl.  —  Quasi  todo  o  paiz. 

raç.  dlvarlcáta  (Reich.);  Lychnis  divaricata,  Reich., 
Mach.  in  Cat.  met.  36:  Melandryum  macrocarpum, 
AVillk.  —  Desde  Traz  dos  Montes  ao  Algarve. 

var.  crassifolíutn  (Rouy  et  Fouc);  M.  divaricatum. 
var.  crassifolium,  Rouy  et  Fouc.  in  Fl.  Fr.  iii,  96. 
—  Areaes  mariliuios  do  sul  do  paiz. 

264.  S.  lNXai*izi,   Samp.-,    Melandryum  viscosum,    Mariz  in 

Boi.   Soe.   Brot.   V,   98  p.   p.   non    Celak. +  M.   praiense 
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p.  coloratuni  ^Mariz  in  loc.  cit.  100-,  Melandi"yum  gluli- 
nosum,  Uouy  in  Boi,  Soe.  Bot.  Fr.  lxi,  325 ;  Melandryum 
silvestre  Mach.  in  Cat.  niet.  36.  non  Hochl.;  Lychnis 
dioica  var.  floribus  rubris  Brot.  in  Fl.  lusit.  ir,  222;  Ly- 
chnis diclinis  Samp.  in  An.  Sc.  Nat.  v,  66  non  hag.  — 
Norte  e  centro. 

A  S.  arméria.  Lin.,  conhecida  vulgarmente  pelo  nome  de  Alfinetes , 
é  cultivada  nos  jardins  e  aparece,  por  vezes,  no  estado  subespontaneo. 


73.  LYCHNIS,  Tour. 

265.  L.  laéta,,  Ait.,  Brot.  in  Phyt.  lusit.  i,  183,  tab.  74; 

Lychnis  palustris,  Brot.  in  Phyt.  lusit.  fase.  1.°  (ed.  1.*) 
pag.  67  et  in  Fl.  lusit.  ii,  221,  Eudianthe  laela,  Bchb. 
—  Quasi  todo  o  paiz,  de  norte  a  sul. 

266.  L.  flos-cuctili,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ir,  221. — 

Desde  Aveiro  a  Cintra. 

267.  L.  gitlicig^o,   Scop.,   Mach.   in  Cat.  niet.  37;   Agros- 

tenia  gilhago,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  220. —  Quasi 
todo  o  paiz,  nos  trigaes.  Vulg.  Nigella  bastarda. 

Sào  cultivados  nos  jardins  e  aparecem  ás  vezes  subespontaneos  o 
Ij.  coronária  (Lin.)  Desr.  vulgarmente  chamado  Candellaria  doa 
jardins,  Beijos  de  freira  ou  Orelhas  de  lebre,  e  o  1,.  ooeli-róí^a  (Lin.) 
Desr.  Também  se  cultiva  como  ornamental  o  L..  ebalcedónica» 
Lin.  conhecido  pelo  nome  popular  de  Cruz  de  Jerusalém. 


74.  GYPSOPHILA,  Lin. 

268.  Gr.  vaccaria  (Lin.)  Sibth.  et  Sm. ;  Saponaria  vac- 
caria,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  175;  Vaccaria  vulgaris, 
Hort.  —  Desde  o  Douro  ao  Algarve. 


75.  SAPONARL\,  Lin. 

269.  S.  ofíicinalis,    Lin.,    Brot.    in    Fl.    lusit.   ii,   175. 
Todo  o  paiz.  Vulg.  Sahoeira  legitima ,  Erva  sahoeira. 
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76.   VELEZIA,  Lin. 


270.  V.  rígida,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  413.  — Do  Alto 
Douro  e  Traz  dos  Montes  ao  Algarve. 

(Continua.) 
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WIOUVEIVIENT  DUNE  PARTICULE  ÉLECTRISÉE 

SOUiyilSE  À   LACTiON   DUN   POINT  ÉLECTRIQUE 

ET  DUN  ROLE  MAGNÉTIQUE  CONFONDUS 

PAR 

Paul  Appell 

Membre  de  Tlnstitut  de  Fiance 


Le  problènie  du  luouvement  cVuiie  particule  éiectrisée  sou- 
mise,  a  Ia  fois,  'a  Taction  d'un  chaiiip  électri(|ue  et  d'un  chanip 
inag^nétique  a  élé  éludié  par  divers  auteurs.  Si  Ton  designe  par 
m  la  niasse  de  la  parlicule,  par  jc,  y,  z  ses  coordoniiées,  par  s 
sa  eharg-e  électiique,  par  1^,  Q,  11  les  coniposantes  du  ciiainp 
électrique,  eiifin  par  X,  Y,  Z  celles  du  eiianip  magnétique,  les 
équalioas  du  mouvenient  sont 


---(-t--^) 


et  deux  autres  analogues,  (Voir  inou  Traiti  de  niícunique  ralion- 
nelle,  3'ème  édition,  t.  i,  N"  221). 

M.  PoI^CARÉ  a  traité  le  cas  ou  le  cliainp  électrique  est  nul,  le 
chanip  magnétique  provenant  d'un  seul  pòle  O:  la  trajectoire 
est  alors  une  ligne  géodésiípie  d'uM  cone  de  révolulion  de  soni- 
niet  O.  L'analyse  de  M.  Poincauk  est  Ia  niénie  que  celle  (ju'avait 
employée  M.  Dahhoux  (Note  vii  ii  la  niécanique  de  Di  srtviioLs, 
t.  1,  Herniann  éditeur,  1884)  pour  résoudre  un  ]jr()blènie  de 
stalique  :  equilibre  d'un  fil  flexible  parcouiu  par  un  courant  ile- 
ctrique  et  sou//as  à  l'aclion  d'un  pôle  magnétique. 

.le  me  piopose  ici  de  tiaiter  le  problème  en  supposanl  que 
le  chanij)  soit  pioduit,  à  la  (ois,  ]>ar  une  inasse  électri((ue  et  un 
pcMe  magnétique,  placés  au  niènie  poinl  O.  En  prenant  ce  point 
VoL.  IV  — N."  3  1 
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pour  orif,áne,   et  appelant  T  la  distance  Oní  =  V x- -\- i/"^ -}- z^ ,  on 
sait  que  Ia  íbrce  électriíjue  P,  Q,  I\  derive  alors  d'un  potentiel 

de  la  forme  -^ ,  oíi  /;  est  consiant,   et  la  force  du  champ  nia- 

gnélique  X,  Y,  Z  d'un  potentiel  -^ ,  ou  q  est  constam. 

Les  équations  du  mouvement  de  la  particule  sont  alors  de  la 
forme 


d'^x         \        ^     \i.   (    dz  dy\ 


dt'^ 


dz\ 

""-dt) 


d-z         k       ,     1^  /    ^^1/         <^^ 

X  et  \i  désifjnant  deux  constantes.   Ce  sont  ces  équations  qu'ii 
s'ag'it  d'intégrer.    Si  X=0,  on  a   ie   |)r<)blème  de  M.   Poincaué. 
Si  n  =  0,  on  a  ic  mouvement  keplérien  dune  planète. 
D'abord,  le  théorème  des  foices  vives  donne 

(2)  v^  =  -^-\A; 

le  théoième  des  moments  par  rapport  à  Oz  donne  ensuite 

d^y  d^x        \i       I     dx   .       dy    ^      dz\        |J^   </«/,,,,    <,, 

dt-       ^'  dl^        13      \     dt       '^  dt  dl)       \^  dt^      ^         ' 

|x       </V        |x    dz         d    í       |J-     \ 

^X^''~dt~Y~di^~dt\x'')' 

D't)u  en  intégrant 

f/y  dx  [J.2    ,    ^, 

^  '  dt       -^  dt  r 

on  a  de  mème  les  deux  équations 


y  .a 

dy 
dt 

^     1    A 

—  a ^  A 

1     Y 

dx 

dz 
dt 

-,|  +  B 

d'ou  eu  multipliant  par  z,  x,  y  et  ajoulant 

O  =  —  [J.Y  -f  kx  -f  B?/  4-  Cz. 

La  trajecloire  est  donc  sur  uu  cone  de  révolution  de  som- 
met  O.  Prenons  Taxe  de  ce  cone  pour  axe  Oz  et  appelons  a 
Tangle  constant  des  génératiices  avec  Oz.  Nous  aurons,  eu  ap- 
pelant  p  et  f)  les  coordonnées  polaires  de  la  projection  du  mo- 
bile sur  le  plan  xOy, 

[j  =  Y  sin  ra  ,      3;  =  T  cos  a  . 

L'équation  (3)  s'écrit  alors 

(4)  0--^  =  — jj.cosa-1-C; 

le  théorèine  des  aires  s'app]ique  donc  ;i  la  projection  du  uiou- 
venient  sur  le  plan  xOy. 

Les  trois  équations  clu  niouveinent 

''     ^->  2>. 

v^  = -|-  h 

Y 

(4)  )  z  =  x  cos  a 

sonl  alors  identiques  aux  équations  du  niouvenient  tlun  poiíit 
assujetti  à  glisser  scuis  frotlemeiít  sur  le  cone  z^Ycos  a  et  sol- 

licité  par  une  force  centralc  — -  en  raison  inverse  du  carré  de 
de  la  dislatice. 

Les  intéyrations  se  íont  par  les  nictliodes  éléinentaires  et  on 
arrive  à  ce  rcsultat.  d'ailleurs  intuitif,  que  la  trajecloire  est  une 
courbe  qui,  par  le  développement  du  cone,  devient  une  conique  de 
foyer  O. 

Dans  le  cas  X  =  0,  la  trajectoire  devient  une  droite  par  le 
développenient ;  dans  le  cas  ().  =  0,  le  cone  est  un  plan  et  la 
trajectoire  une  conique  de  íbyer  O. 


DEMONSTRAÇÃO  DE  UÍVI  THEOREÍVIA  DE  LIOUVSLLE 
SOBRE  AS  LINHAS  GEODÉSICAS  DO  ELLiPSOIDE 


POR 


F,  Gomes  Teixeika 


Consideremos  o  ellipsoide  representado  pela  equação 

e  sejam  u  =  C  e  v  =^C'  (C  e  C  representando  duas  constantes) 
as  equaçães  das  linhas  de  ciirvatui-a  que  j)assani  por  um  ponto 
(x,  ?/,  z)  desta  superfície,  e  seja  (o  o  angulo  que  o  plano  oscula- 
dor  no  mesmo  ponto  (x,  y,  z)  de  uma  linha  geodésica,  que 
passe  por  este  ponto  íaz  com  uma  das  secções  principaes,  rela- 
tivas ao  ponto  mencionado.  Entre  u,  v  e  to  existe  a  relação 

u  cos-  (O  +  V  sen-  to  =  k , 

/:  sendo  constante,  tjualquer  que  seja  a  posição  tio  ponto 
ipCy  y,  z)  sobre  uma  mesma  linha  geodésica. 

Esla  proposiçãt)  foi  demonstratia  por  Liouvuj.r,  cm  l8i4  no 
Journal  de  Mutliituatiquex  por  meio  de  considerações  de  Mecâ- 
nica, e  rlcpois  por  (>hasij:s  em  18iG,  no  mesnu)  jornal,  por  uni 
mcthodo  puramente  geométrico.  Aqui  vou  dar  uma  nova  de- 
moustraçãt)  do  mesmo  thcorema,  que,  seguntlo  creio,  não  foi 
ainda  notada. 

Designemos    para  brcvidatle,  por  P  e  Q  as  expressões 
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e  recordemos  que  as  equações  das  linhas  geodésicas    do   clli- 
psoide  são 


(2) 


X     c/s- 


y 


c/s"^ 


e  que  delias  resultam,    por  um  calculo  simples  que  aqui  não 
exporemos  (*),  as  relações 


(3) 


/:  P  +  D  =  O  ,     PD  =  |x ; 


Á:  designando  uma  constante. 

Recordemos  ainda  que  pelo  ponlo  (x,  ?/,  z)  do  ellipsoide 
passam  dois  hvpeiboloides  liomolocaes,  que  cortam  a  primeira 
superficie  segundo  as  suas  linhas  de  curvatura,  e  que  as  equa- 
ções destes  liyperboides  são 


X- 


y 


=^  I  , 


a^^h    '    h'^  —  h    '    c^  —  h 
h  designando  as  raizes  u  e  v  á<\  equação 

—  («2  _  /,)  (52  _  /,)  (^2  _  ^>)  _  O  ^ 

OU,  eliminando  z-  por  meio  da  equação  (1), 


0) 


Ò2. 


'^f—cc^-hAh 


h'-[  1 )  £C^ 


«2       I 


y- 


a%'^ 


0. 


Posto  isto,  designemos  por  R  o  raio  de  curvatura  da  linha 
geodésica  considerada,  relativo  ao  jionto  (x,  y,  z).  Temos,  appli- 
cando  uma  expressão  geral  bem  conhecida  do  raio  de  curva- 
tura das  curvas  empenadas  e  attcndendo  ás  equações  (2)  e  (3), 


R 


/</%\2        Ut-yx^-       /r/%\2  j_^ 


WA'^ 


+ 


\ds 


+ 


ds 


i/p 


^')\    '      lu/T       l^ 


(')  Veja-se,  por  exemplo,  o  Traité  de  Mécanique  de  M.  Appkll,  tom.  i, 
pag.  472. 
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Esta  equação  determina  o  raio  de  curvatura  das  linlias  geo- 
désicas do  cUipsoide,  e  ao  uiesmo  tempo  dá,  altendendo  á  se- 
gunda das  equações  (3), 

Mas,  por  outra  parte,  como  o  plano  osculador  da  curva  no 
ponto  (x,  ?/,  z)  é  normal  á  superfície  do  ellipsoide,  o  theorema 
de  EuLEii  sobre  a  curvatura  das  secções  normacs  dá 


Í/P3         /]S3  /]S3 

——  =  — —  COS-  (O  +  -—-  sen''  to  =  /• , 
1\  ni  n2 

\\i  e  Wi  representando  os  raios   de  curvatura  das  secções  prin- 
cipaes  e  r>i  o  auí^ulo  já  designado. 

Podemos  calcular  \\i  e  R-j  por  meio  de  uma  formula  geral 
conhecida  (*),  da  (jual  resulta  que  Ri  e  R2  são  as  raizes  da 
equação 


&2  +  a2  «2  +  ^2 


5 X^ 


/Pp  -f  a252^2p2  _  o  , 


a  qual,  pondo  //o  =  a^//-c^vP^,  toma  a  forma 


«wí^+i;^^ 


ô2+«2 


Kliminando  agora  z-  entre  esta  equação  e  a  equação  (1),  vem 
uma  outra  que  coincide  com  a  equação  (4).  Logo 

wRi  =  a^h^  /  P3 ,     i'R2  =  a^^^c-  l^Ps , 

e  portanto  temos  a  equação  de  Liouville 

u  cos^  (O  +  V  sen^  w  =  a^V^cV; , 

que  pretendiamos  demonstrar. 


(')  Veja-se,  por  exemplo,  o  Calad  différentiel  de  Serret,  1879,  pag.  476. 


ECHINODERMES  DU  PORTUGAL 


PAR 


Augusto  Nobre 


Ayant  termine  la  révislon  dcs  Echiiiodermes  (hi  Musée  de 
Zoologie  de  lAcadémie  Polytechnique  de  Porto,  il  in'a  semblé 
intéressant  de  publier  le  résultat  de  mon  étude  sui"  les  Echino- 
dermes  du  Portugal  qui  s'y  trouvent  déposés.  J'ai  en  nièine 
teinps,  pour  rendre  ces  notes  plus  completes,  reuni  dans  ce 
catalogue  toutes  les  espèces  qui  ont  été  recueillies  par  le 
Dr.  R.  Greeff  et  par  le  Dr,  Paumíno  dOliveira,  dont  la  colle- 
ction  appartient  mainlenant  au  Musée  de  Coimbra,  celles  que 
j'ai  pu  examiner  au  Muséum  Bocage,  de  Lisbonne,  et  aussi 
les  formes  trouvées  pendant  les  campagnes  scienlifiques  du 
Porcupme,  du  Challew^er ,  du  Travailleur,  du  Taluman,  de  la 
Princesse  Alice  et  de  V Amélia,  éíTectuées  sur  les  cotes  du  Por- 
tugal. 

En  réunissant  tous  ces  renseigments  jc  crois  donner  une 
idée  si  exacte  que  possible  de  la  série  des  Echinodermes  qui 
habitent  nos  mers. 


Musée  de  Zoologie  de  TAcadémie  Polytechuique 
de  Porto,  le  11  février  1909. 
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EOHIIVODEFMMES 

STELLEROIDA 
Fam.   BIUSLNGID/E 

Brisillga,  Asbjòrnsen 
Brisinga  endacnemos,  Ashjiirnseii 

Brinnga  endacnemos,  Asbjrirnsen,  Fauna  litl.  Norvci»-..  Siidet 
llclLc,  p.  95,  pi.  IX,  f.  1-15  (IS5G)  —  Clarpenter  and  Jeííreys. 
On  deep  sea  rcsGixvche?,  Porcupine,  p.  155,  157  (1870)  —  W. 
Thompson,  Les  Profond.  de  Ia  nicr  (trad.  Lort<>l)  p.p.  55,  84, 
100  (1871))  —  SIaden,  Rejiorl  on  the  Asleioidea,  C/iallenger , 
V.  XXX,  p.p.  t)03,  G79,  ()80  (1889)  —  l^errier,  Exp.  Travailleur 
et  du  Talisman,  Echinodernies,   1.'-'  parlie,   p.  62,  pi.  n  (1894). 

Hab.:  Cole  occ.  —  Au  large  du  Cap  Mondego,  à  la  prof.  de 
380-4  69  brasses;  stalion  14,  et  à  la  prof.  de  600-1095  brasses, 
station  17,  17  a  (Exp.  du  Porcupine,  1870)  (*). 

Brisinga  coronata,  Sars 

Bihinga  coronata,  G.  O.  Sars,  Vidensk-Sclsk.  Forhandlinger, 
p.  5  (1871);  On  some  remafk.  forms  Norveg.  Coast,  pt,  ii, 
Universily  Program.  Clnisliania  (18T5)  —  W.  Thomson,  Les 
Prolondeurs  de  la  iMcr  (trad.  Eortel),  p.p.  56,  100,  ílg.  5 
(187  9).  SIaden,  I»eporl  on  lhe  Asieroidca,  ChaUen^ci\  v.  xxx, 
]).p.  604,  697  (1889)  — I>errier,  Expl.  Travailleur  et  du  Talh- 
vian,  Echinodernies,   1,*^  partie,  \^.  68  (1894). 

Hab.:  Cote  occ. — Entre  30  ;i  40  miles  à  l'ouest  du  Cap 
Mondego  et  aux  profondeurs  de  100  et  220  brasses;  station  13 
(Exp.  du  Porcupine,  1870)  (-). 


(')  Daus  Toiívrage  de  SIaden  VhahUat  est  indique  comine  il  suit:  Off 
the  west  coast  of  Spain.  Lat.  10"  (3'  O"  N.,  long.  9"  44'  O"  \V. 

(-)  Mênie  observatioii  ([ue  pour  Vliahitat  de  respèco  precedente,  d'après 
IShiden. 
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Fam.  PEDTCELLASTERID.E 


Pedicellaster,  Sars 

Pedicellaster  sexradiatus,  E,  Pei-rier 

PeJicellaster  sexradiatus,  Perrier — Milne-Edwarrls,  Rapport 
sur  les  trav.  de  Ia  comm.  chargée  d'étud.  la  faune  sous-iiiar. 
dans  les  gr.  prof.  de  la  Médit.  et  de  1'Atldnl.,  p.  50  (1882)  — 
Sladen,  Heport  on  the  Asteroidea,  Chnllenger,  v.  xxx,  p.p.  557, 
558,  814  (1889)  —  Perrier,  E\pl.  Travailleur  et  du  Talismnn, 
Échinodennes,  1.^  part.,  p.   109,  pi.  ix.  1".  2  (1894). 

Hab. :  Cote  oco.  —  Au  large  du  Cap  Mondego.  Lat.  N.  39°, 
47',  50'';  Long.  O.  W,  3',  30",  a  la  prof.  de  3.307'",  vase  gri- 
sâtre ;  trois  exeuiplaires  brisés,  drag.  n°  3;  au  large  du  Cap 
Sines.  Lat.  N.  38°,  5'.  Long.  O.  12°,  5'.  Prof.  3.105-",  vase  gri- 
sâtre;  deux  bras. :  drag.  n°  5.  (Expl.  du  Travailleur,   1881). 


Fam.   ASTERID/E 

Polyasterias,  E,  Perrier 
Polyasterias  tenuispina,  (Lamk.) 

Aslerias  tenuispina ,  Lanik.;  An.  sans  vert.,  2.^  ed.,  3^.  p.  250 
(1840)— Greefí",  Echinod.  S.  Thomé,  p.  7  ( 188  1)  — Carus,  Prod. 
Faun.  médit.;  p.  104  (1892)  —  Nobre,  Annuario  Acad.  Polyt. 
Porto,  p.  G  (1897);  Subsidios  Fauna  sul  Portugal,  p.  155  (1901) 
—  Lud\>ig,  Fauna  und  Floi'a  Neapel;  Scesterne,  p.  3í4  (1897). 

Asleracanthion  tenuispina,  Múller  und  Troscliel,  Syst.  der 
Asteriden,  p.  16,  pi.   1 ,  f .   \a.h  (18í2). 

Asterias  (Solasterias)  tenuispina,  Laniarck  —  Sladen,  Reporl 
on  the  Asteroidea;  Challenger,  v.  xxx,  ji.p.  583,  884  (1889). 

Hab,:  Cote  occ. — Baie  de  Setúbal  (Museuui  Bocage,  d'après 
(ireefF);  Sines  (Paulino  d'01iveira,  A.  Nobre);  Viila  Nova  de 
Milfontes  (A.  Nobre). 

Três  commune  ;i  Sines  et  Milfontes  sur  les  rocliers  décou- 
verts  pendant  la  basse  nier.  Le  nombre  des  bras  est  três  va- 
riable.  Cest  intéressant  ;i  constater  rabondance  de  cette  espèce 
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sur  cette  parlie  de  la  cote.   On  ne  Ta  trouvée  jamais  sur  le  ri- 
vag^e,  au  nord  du  Tag^e. 

Stolasterias,  Sladen 

Stolasterias  glacialis  (I..) 

Asterias  glacia/is,  L.,  Syst.  Nat.,  ed.  x,  p.  661  (1758);  ed. 
Gmelin,  p.  179  (1776)— Múller,  Zool.  Dan.,  p.  234  (1776)  — 
Lamarck,  An.  sans  vert.,  2'^  ed.,  3,  p.  248  (18i0)  —  Perrier, 
An.  Sc.  Nat.,  19,  p.  15  (1885)  —  Carus,  Prod.  Faun.  IMedit., 
I,  p.  86  (1884-85)— Herdman,  Heport.  Crin.,  p.  133  (1886)  — 
Nobre,  Annuar.  x\cad.  Polyt.  Porto,  p.  6  (1897) — Chadwick, 
Echinod  of  the  L.  M.  R.  C.  dist.,  p.  51  (1889)— Bell.  Brit. 
Echinod.,  p.  98  (1892)  —  Nobre,  Fauna  norte  Portugal,  p.  52 
(190!)-,  Fauna  sul  Portugal,  p.  155  (1901)  —  Ludwig,  Fauna 
und  Flora  Ncapel ;  Secsterne,  p.  364,  pi.  3,  f.  1-3;  pi.  12, 
i".   1-16  (1897). 

Asterias  spiyiosa,  Pennant,  Brit.  Zool.,  4,  p.  53  (1777). 

Asterias  angulosa,  O.  F.  Mílllcr,  Zool.  Dan.,  2^,  p.  1,  ])1.  41 
(1788). 

Stellonia  Jf^ebhiana,  d'Orbignv,  Ilist.  Naturelle  des  Canaries, 
p.   148,  pi.  2,  f.  8-13  (1839). 

IJraster  glacialis,  IJn.  Ag. — Forbes,  Brit.  Starfishes,  p.  78 
(1840). 

Asterias  africana,  Miiller  et  Troschel,  —  GreelT,  Echinod. 
S.  Thonié,  p.  3  (1881). 

Asteracantion  glacialis,  L.  —  Múller  und  Troschel,  Syst.  der 
Astcriden,  p.p.   14,  126  (1842). 

Stolasterias  glacialis,  Linck  —  Perrier,  Expl.  Travailleur  et 
Talisnian,  Echinodcrnies,   l'^  part.,  p.  323  (1894). 

Syn.  Asterias  Madeirensis,  Stinipson. 

Hab. :  Cote  occ. — Moledo  do  Minho,  Vianna  do  Castello, 
Leça  da  Palmeira,  Foz  do  Douro,  Aveiro,  Estoril,  Cascaes 
(A.  Nobre);  Baie  de  Setúbal  (GreeíF,  A.  Nobre).  Sines  (Paulino 
d'01iveira,  A.  Nobre). 

.Moins  commune  que  la  D.  rubens,  elle  vit  aussi  sur  les  ro- 
chers  dans  la  i'égion  infcricure  de  la  zone  littorale.  Pendant 
rhiver  elle  habite  plus  prés  du  rivage.  On  trouve  des  varia- 
tions  de  coloration  depuis  le  jaune  blanchàtre  jusqu'au  jaune 
foncé.  Plusicurs  cxemplaires  atteignent  d'assez  grandes  dimen- 
sions.  .le  Tai  trouvée  aussi  dans  les  dragages  éffectuées  sur  la 
cote  de  Porto. 
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Diplasterias,  E.  Perrier 

Diplasterias  riibens  (L.) 

Antevias  rubens,  L.  Svst.  Nat,,  v.  x,  p.  661  (1758),  éd.  Gme- 
lin,  p.  178  (1776)  — Muiler,  /ool.  Dan.,  p.  23i  (1766)  — Encvcl., 
pi.  112,  f.  3-4;  pi.  113,  f.  1-2  (1789)  — Lanik.,  An.  sans  vert., 
2^  ed.,  V.  3,  p.  250  (1840)  —  Danielsen  og  Kordn,  Den  Norske 
Nord-Exped.,  Asteroidea,  p.  24,  pi.  3,  f.  14;  pi.  4,  f.  10  (1884) 

—  Herdman,  Report.  Crin.,  p.  133  (1886)- — Nobre,  Annuar. 
Acad.  Polvt.  Porto,  p.  6  (1897)  —  Cliadwick,  Echinod.  oí  the 
L.  M.  B.  C.,  dist.,  p.  50  (1889)  — Bell.  Brit.  Echinod.,  p.  100 
(1892)  —  Nobre,  Subs.  Fauna  mar.  norte  Portugal,  p.  52  (1901); 
Sub.  sul  Portugal,  p.   155  (1901). 

Asterias  chlalrata,  Pennant,  Brit.  Zool.,  4^,  p.  51  (1777). 
Astenas  violácea,   Múller,   Zool.  Dan.,  2^,   p.  7,  pi.  46  (1788) 

—  Laniarck,  An.  sans  vért.,  2^  ed.,  3,  p.  256  (1840). 
Urasler  rubens,  Lin.  Ag. — -Forbes,  Brit.  Starf.,  p.  83  (1840). 
(Jrasler  violaceus,  Milller  —  Forbes,  Brit.  Starf.,  p.  83  (1840). 
Asteracanthion  rubens,   ^liilíer  und  Troschel,   Svst.   der  Aste- 

riden,  p.p.   17  et  126  (1842). 

Asteracanthion  violaceus,  Miill.  et  Troschel,  Svst.  der  Asteri- 
den,  p.p.  16  et  126  (1842). 

Hab. :  Portugal  (Paulino  d'01iveira).  Cote  oco.  —  Moledo  do 
Minho.  Vianna  do  Castello,  Povoa  de  Varzim,  Villa  do  Conde, 
Leça  da  Palmeira,  Foz  do  Douro,  Espinho,  Figueira  da  Foz, 
Parede,  Estoril,  Cascaes,  Setúbal  et  Sines  (Nobre). 

Três  comnuine  sur  les  rochers  des  plages  du  nord  du  Por- 
tugal. Recueillie  dans  les  filets  trainants  des  bateaux  de  pèche  a 
Matozinhos.  .Je  Pai  recueillie  toujours  dans  les  dragages  éfíectuées 
sur  la  cote  de  Porto. 


Fam.  ECHINASTERlDyE 

Eelliliaster,  Mílller  und  Trosciíel 

Echinaster  sepositus  (Oray) 

Ropia  seposita,   Gray,    Synop.    gen.   esp.   of  the  Class  Hypos- 

toma  (Asterias  Linníeus),  in  An.  M.  N.  H..,  v.  6,  p.  282  (1840). 

Echinaster  sepositus,    Muiler    und   Troschel,    Syst.    der  Asteri- 
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den,  p.  25  (1842)  —  Carus,  l^rod.  Faun,  medit.,  v.  i,  p.  8 
(188.Í). 

EchinaUer  sej)odluf,  (Lamk.j  Miiller  und  Troschel — Sladen, 
Heport  on  the  Asleroidea,   Cludienger,  v.  xxx,  p.p.  553,  810. 

Echinasler  sepositus,  Retzius  —  Perrier,  Expl.  Travailleur  et 
Talisman,  Eehinodermcs,  1*^  part.,  p.   148  (1894). 

EchinaUer  sepositus,  Grav  —  Liidv  ig.  Fauna  und  Flora  Neapel : 
Seesterne,  p.  313,  pi.  4,  f.  4,  5;  pi.   10,  f.   í-18  (1897). 

llab. :  Còtc  occ.  —  Vianna  do  Caslcllo  (Paulino  dOliveira, 
Coll.  Mus.  Bocage);  Cote  de  Setúbal  (L.  do  INasciínento).  Le 
Musée  de  TAcadémie  Polytechnique  de  Porto  possède  deux 
exeinplaires  i-ecueiiJis  par  les  pècheurs  au  large  de  Setúbal. 

Par  Texamen  de  plusieurs  exeinplaires  des  cotes  d'Anglelerre 
et  de  Na]:»]es  je  me  suis  convaincu  (pie  Tespèce  portugaise  cor- 
jK)nd  a  la  forme  mediterrannéenne  tpie  JMr.  Ludwig  considere 
comine  E.  sepositus,  Grav,  espèce  diílérente  du  E.  sepositus,  Re- 
tzius  qui  est,  d'après  lui,  idenlique  au  Ciihclla  oculata,  l^en. 
=  Henricia  sanguinolenta,  Miiller.  C'est  sous  ce  nom  que  j'avais 
réunies  les  deux  formes  (Annaes  Sc.  Nat.,  v.  vin,  1903)  dont  la 
svnonimie  est  bicn  conluse. 


Fam.  ASTERINID/E 

Asteriíia,  Nardo 
Asterina  gibbosa,  (l*ennant) 

Asterias  gibbosa,  Pennanl,  lirit.  Zool.,  4^,  p.  62,  n°  59  (1717). 

Asterina  gibbosa,  Pennant  —  Forbes,  Brit.  Starf.,  p.  1 1  9  (1840) 
—  Greelf,  Ecbinod.  S.  Tbomé,  p.p.  2  et  5  (1881)  — Bell,  Brit. 
Ecliinod.,  p.  82,  pi.  x,  f.  9-10  (1892)  —  Herdmann,  Keimrt. 
Crin.,  p.  134  (1886)  —  Nobre,  Annuar.  Acad.  Polyt.  Porto, 
]).  5  (1897)-,  Subs.  Fauna  norte  Portugal,  p.  53  (19()l)-,  Subs. 
Fauna  sul  Portugal,  p,  151.  (1901)  —  Mar.  Biol.  Ass.  Plymoulb, 
p.  207  (1904)  —  Ludwig-,  Fauna  und  Flora  Neapel;  Seesterne, 
p.  207,  pi.  5,  f.  5-8;  pf.  9,  f.  1-14  (1897). 

Asleriscus  vcnniculata^  IMíiller  und  Troschel,  Svsl.  Asteriden, 
p.  4  1  (1 8 i2)  — Perrier,  Anu.  Sc.  Nat.,  I2S  p.  290,  pi.  18, 
f.    10  (1869). 

llab.  Portugal:  Cole  occ.  —  Moledo  do  Minho,  ^'ianna  do 
(Caslcllo,  Povoa  de  Varzim,  Leça  da  Palmeira,  Foz  do  Douro, 
Plages  de  Parede  et  Estoril,  embouchurc  du  Tage  (A.  Nobre); 
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Carcavellos  (Girard,  Coll  Mus.  Bocage);  Tage  et  Baie  de  Se- 
tul)al  (Grceíí,  Nobre):  Sines  (Paulino  d'Oliveira,  A.  Nobre); 
Villa  Nova  de  Mil  Fontes  (Abel  Kibeiro,  Coll.  Mus.  Bocage, 
A.  Nobrej. 

Cote  aiérid.  —  Lagos,  Albufeira  A.  (Nobie). 

Três  conimune  au  nord  du  ])ays,  surlout  à  \ianna.  Vit  sous 
les  pien-es  dans  la  zoiíc  littoiale  h  découverL  pendaiit  la  bassc 
mer. 

Fam.  ASTROPECTNID/E 


Liiidia,  Forbes 
Luidia  Sarsi,  Diiben  et  Koren 

Luidia  fragilluima ,  Forbes  (pars),  Hist.  Brit.  Starfishes,  p  135 
(1841). 

Luidia  Sarsii,  Diiben  et  Koren,  K.  Vet.  Akad  Handlingar, 
Stockolm,  p.  254  (4844);  Oefv.  Vet.  Akad.  Forhandl,  p.  113 
(1844)  — Greeff,  Echinod.  S.  Tbonié,  p.  5  (1881)  —  Danielsen 
og  Koren,  Den  Norske  Nord-Exp.  Asteroidea,  p.  94  (1884)  — 
SIaden,  Report  on  the  Asteroidea.  Challenger,  v.  xxx,  p.  2ò8 
(1889)  — Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  72  (1892)  —  I>erHer,  Expl. 
Travailleur  et  du  Talisman,  Échinodermes,  1«  part.,  p.  195 
(1894)  —  Ludwig,  Fauna  und  Flora  Neapel:  Seesterne.  p.  85, 
pi.  4,  f.  3;  pi.  7,  r.  1-12  (4897). 

Hab. :  Cote  occ.  — Ceziínbra  (Greelíj. 

Ástropecteii,  Linck. 

Astropecten  aurantiacus  (IJn.) 

Aderias  auranciuca,  Liii.,  Syst.  Nat..  ed.  x,  p.  6G2  (1758)  — 
Lamarck,  An.  sans  veit.,  v.  n,  p.  5()3,  part.,  (18IG)  — d'Or- 
bigny,  Faune  des  Canaries,  p.  148,  |j|.  1,  f.  1-7  í1839)  — 
Miillcr  und  Troschel,  System  íSí^y  Asteriden,  p.  (i"  ÍI842)  — 
GieeíF,  Echinod.  S.  Tlionié,  p.  5  (1881)  —  í^arus,  Prod.  Faun. 
Medit.,  V.  I,  p.  88  (1884)  —  Ludwig,  Fauna  und  Flora  Neapel: 
Seesterne,  p.  3,  pi.  2,  f.  1-2;  pi.  G,  f.  1-5  (1897)  —  Subsídios 
para  a  Fauna  sul  Portugal,  p.    154  (1903). 

Ilab.  :  Cote  occ.  —  Povoa  de  Var/iui,  Matozinhos,  dans  les 
filets  des  bateaux  de  pèche  (A.  Nobre).  Cote  de  (>aparica  ((x)ll. 
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Mus.  Bocage);  C^ascacs  (A.  Nobre);  Baie  de  Selubal  et  Por- 
linho  dArrabida  (Greefl);  Baie  de  Setúbal  (A.  Nobre);  Sines 
(Paulino  d'Oliveira). 

Cote  niérid. — Lagos,  Albufeira  (A.  Nobre). 

Les  exemplaires  que  j'ai  examines  sont  tout  a  fait  identiques 
a  ceux  de  la  Méditerranée. 

Astropecten  irregularis,  Linek 

Axtropecten  irregularis,  Linek,  De  Stellis  inarinis,  p.  27,  pi.  VI, 
f.  13;  pi.  VIII,  f.  11-12  (1733)  — Pennant,  Brit.  Zool.,  iv,  p.  61 
(1777)  —  Danielsen  og  Koren,  Den  Norske  Exp,  Asteroidea, 
p.  82  (1881)— Bell,  Brit.  Ecbinod.,  p.  06  (1892)  —  Nobre, 
Fauna  Marit.  Portugal,  p.  53  (1901)  —  Herdman,  Hep,  upon 
the  Crin.,  etc.,  p.  135  (188G) — Chadwick,  Echinod.  of  tbe  L. 
M.  B.  C.  dest.,  p.  51  (1889)  —  Sladen,  Beport  on  tbe  Asteroi- 
dea, Challenger,  v.  XXX,  p.  209  (1889)  —  Meissner  und  Collin, 
Be.str.  Fauna  der  siid  und  (isti  Nordsee,  II,  Echinod.,  p,  337 
(1894). 

Ilab. :  Cote  occ,  —  Portugal  (Paulino  dOliveira);  Povoa  de 
Varzim,  IMatozinhos,  dans  les  tileis  des  bateaux  de  pcche. 

Cette  espèce  presente  des  caracteres  qui  Tapprochent  assez 
de  Tespèce  precedente. 

Astropecten  pentacanthus  (Delle  Chiaje) 
vai-,  serratus,  Muller  und  Trosclicl 

Astropecten  serratus,  Múller  und  Troschel,  Syst.  der  Asteri- 
den,  p.  72  (1842)  — Carus,  Prod.  Faun.  Medit.,"i,  p.  90  (1884- 
1885)  —  Sladen,  Beport  on  ilie  Asteroidea;  Challanger,  v.  xxx, 
p.p.    195,  212  (1889). 

Asteropccteii  pentacanl/ius  (Dclle  Chiaje),  var.  serratus  (i\I.  T.) 
—  Ludwig,    l'\uina    und   iMora  Ncapcl,    Seesterne,   p.  47  (1897). 

Ilab.  :   Portugal  (Paulino  d'Oliveira). 


Fam.  ABCIIASTEBID/E 

Pararehaister,  Sladen 
Pararchaster  armatus,  Sladen 
Pararcliaster   armatus,    Sladen,    llc])ort    on    the    Asteroidea 
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Challenger,  v.  xxx,  p.p.   19,  651,  653,  lltí,  pi.  l,  f.  5-0-,  pi.  iv, 
f.  5-G  (1889). 

Hab. :  (]òte  oco.  —  Sx\   large  de  la  cote  du  Portugal,  janvier 
1873  (Expl.  du  Challenger). 


Plutoiíastcr,  SIaden 

Plutonaster  bifrons  (Wyville  Thomson) 

Ãrchaster  bifrons,  Wyville  Tlioinson,  The  Depts  of  lhe  Sea, 
p.  122,  f.  n  e  7  4  (1873);  Les  profondeurs  de  la  nier  (trad. 
Lortet),  p.p.   103,  185,  f.   17,  74  (1875). 

Plutonaster  bifrons,  Wyville  Thonison  —  SIaden,  Report  of 
the  Asteroidea,  Chalienger,  v.  xxx,  p.p.  84,  (153,  720,  pi.  xi, 
f.  1-4;  pi.  XIII,  r.  9-10  (1889)  — Penier,  Expl.  Travailleur  et 
Talisman^  Echinoderines,   V  part.,  pag.  314  (1894). 

Hab.:  Cote  occ. — Au  large  de  la  cote  du  Portugal,  janvier 
1873  (Expl.  du  Challenger).  Au  large  du  Cap  de  S.  Vicente. 
Lat.  N.  36°,  55',  Long.  O.  10°,  48'  \\  la  prof.  de  106"',  trois 
exemplaires  (Expl.  du   Talisman,   1883). 

Plutonaster  subinermis  (Philippi) 

Asterias  subinermis,  Philippi,  Archiv  fúr  Naturg.  lahrg,  ni, 
Bd.  I,  p.  193  (1837)  —  Lainaick,  An.  sans  vert.,  v.  iii,  p.  258 
(1840). 

Astropeden  subinermis ,  Muller  uiid  Troschel,  Svst.  der  Aste- 
riden,  p.  74  (1842)— Carus,  Prod.  Faun.  Médit.^  i,  p.p.  90-91 
(1885)  — Nobre,  Subsid.  Faun.  sul  Portugal,  p.   155  (1901). 

Theliasler  subinermis,  Philippi  sp.  —  SIaden,  Report  on  the 
Asteroidea,  Challenger,  v.  xxx,  p.  102  (1889)  —  Perrier,  Expl. 
Travailleur  et  Talisman,  Echiiioderines,  l'-'  part.,  p.  323  (1894). 

Plutonaster  subinermis  {V\\\\\[i\)\) — Ludwig,  Fauna  und  Flora 
Neapel,  Seesterne,  p.   105,  pi.   1,  1".   1-2-,  pi.  6,  1'.  10-24  (1897). 

Hab.:  Cote  occ.  —  (Paulino  d'0]iveira) ;  Cole  de  Setúbal,  re- 
cueillie  dans  les  fileis  des  pècheurs  de  fond  (L.  do  Nascimento). 
Les  exemplaires  de  Setúbal  recueillis  par  Mr.  Nascimento  ap- 
partiennenl  maintenant  au  Musce  de  l'Académie  Polvtechnique 
de  Porto. 

Mr.  SIaden  donne  comine  habitai  de  cette  espèce  Alger,  Na- 
plcs,  Nice  et  Secilie.  L'cxploralion  du  Talisman  en  a  recucilli 
un  exemplaire  dans  la  baie  de  (^adix  par  60,'"  de  lond. 


144 


OPHIUROIDA 

Fam.  ophiuuid.e 
Ophiura,  Lamk. 

Ophiura  laevis  (Hoiidelei) 

Stella  Icevis,  Kodelet,  De  Pise,  p.   120  (1554). 

Ophioderma  longicauda,  Muller  uncl  Troschel,  Syst.  der  Aste- 
riden,  p.  80  (1842)  —  GreeíF,  Echinod.  S.  Thomé"^  p.  5  (1881) 
—  Carus,  Pnxi.  Faiiti.  iMedit.,  i.  p.  92  (1884)  — Nobre,  An- 
nuar.  Acad.  Polyt.  Porto,  p.  6  (1897). 

Ophiura  IcBvis,  Lyni.,  Report  oii  lhe  Ophioroidea,  Challenger , 
V.  XIV,  p.  10  (1882). 

Hab. :  Cote  oco.  —  Cote  d'Arrabida  (GreeíT);  Sines  (Dr.  Pau- 
lino d'Oliveira,  A.  Nobre);  Villa  Nova  de  Mil  Fontes  (Abel  da 
Silva  liibeiío,  Coll.  Mus.  Bocage). 

Iam.  0PH10PYí\GID;E 

Opliimusiuin,  Lym. 

Ophimusium  planam,  Lym. 

Ophimusium  planum,  Lym.,  Ueport  on  lhe  Ophioroidea,  Chal- 
lenger, V.  XIV,  p.  385  (1882). 

Hab.:  Cole  oco. —  Au  laige  de  la  oòtc  du  Portugal,  470-1090 
brasses?  (Expl.  du  C/iallengcr). 

Ophiomusiiim  Lymaui,  Wyv.   rhom|xson 

OpIíiomusiuDi  hjt)i<ini\  \\  .  'Ihoui.  —  Lvinan,  Ueport  on  lhe 
Ophiuroidea,   Cha/h ngcr,    v.  xiv,    p.   385. 

liai).  :  Cote  oco.  —  Au  largo  dv  la  oòlo  du  Porlugal  (Expl. 
du  Challenger). 
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Ophioçlyplia,  Lym. 

Ophioglypha  ciliata  (Retzius) 

Aslerias  ciliata,  Retzius,  Diss.,  p.  29  (1805). 

Ophiura  tertu/ata,  Laniaick,  An.  sans  vert.,  2*^  ed.,  v.  3, 
p.  221  (1840)  — Forbes,  Brit.  Staifishes,  p.  22  (1840). 

Asíenas  íacertosa,  Pennant,  Brit.  Zool.,  iv,  p.  63  (1777). 

Ophiolepis  ciliata,  Múller  und  Troscliel,  Svst.  der  Asteriden, 
p.  91  (1842). 

Ophiura  ciliaris,  L.  —  Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  lOG  (1892)  — 
Nobre,  Annuar.  Acad.  Polyt.  Porto,  p.  6  (1897). 

Ophioglypha  lacei  tosa,  Lvniari — GreeíF,  Echinod.  S.  Thonié, 
p.  6  (1881)  — Canis,  Prod.  Faun.  niedit.,  v.  i,  p.  9  (1894). 

Ophioglypha  ciliata,  Lyman,  Report  on  the  Ophioroidea, 
Challanger,  v.  xix,  p.  76  (1882). 

Hab. :  Cote  occ.  —  Cascaes  (Coll.  Museuni  Bocage);  Setúbal 
(Capello,  Coll.  Museuni  Bocage;  Paulino  dOliveira).  Cote  d'Ar- 
rabida  (Greeff). 

Ophioplypha  albida  (Forbes) 

Ophiura  lexturata  (pars),  Lanik,  An.  sans  vert.,  2^  ed.,  3^, 
p.  221  (1840). 

Ophiura  albida,  F^orbes,  Brit.  Starfishes,  p.  27  (1840)  —  Bell, 
Brit.  Echinod.,  p.   108  (1892). 

Ophioglypha  albida,  Lyman  —  Greefl',  Echinod.  S.  Thoiné, 
p.  h  (1881J  —  Lvnian,  Keport  on  the  Ophioroidea,  Challen- 
ger,  V.  XIV,  p.  76  (1882)  —  Ludwig,  Fauna  und  Flora  Neapel: 
Seesterne,  p.  547  (1879)  —  Carus,  Prod.  Fauna  inedit.,  v.  i, 
p.  93  (1884). 

Hab. :  Cote  occ.  —  Cote  d'Ârrabida  (GreeíF);  Cezinibra  (Coll. 
Museum  Bocagej;  Sines  (Paulino  d'()liveira,  Nobre). 

Ophioglypha  irrorata  (?),  Lym. 

Ophioglypha  irrorata  (?),  Lvm.  (adult.),  Repoi-t  on  the  Ophio- 
roidea, Challenger,  v.  xiv,  p.'385  (1882). 

Hab.:  Cote  occ.  —  Au  large  de  la  Cote  du  Portugal,  47.0- 
1125  brasses  de  fond  (Expl.  du  Challenger). 


VoL.  IV  —  N.°  3 
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Ophioglypha  confragosa,  Lym, 


Opfiioglijplia  confragosa,   Lvni.,   Roport  on  the  Ophiroroidea, 
Challenger,  v.  xiv,  p/38f)  (1«82). 

Hab. :  Cote  occ.  —  Au  large  de  la  cote  du  Portugal ;  470-1090 
Jurasses  (?)  (Expl.  du  Challenger). 


•'*'-       '  Fam.  AMPHIURID^ 

Ampliiura,  Forbes 

Amphiura  squamata  (Delle  Chiaje) 

Asterias  squamala,    Delle  (Miiaje,   Mem.,  v.   3,   p.   77   (1828). 

Ophiura  neglecta,  Forbes,  Brit.  Slarfishes,  p.  30  (1840). 

Amphiura  squamala,  Delle  (>liiaje  (sp.)  —  Chadwick,  Rep. 
Ophi.,  p.  Ii2  (188(;). 

Amphiura  squamala,  Sars.  —  Carus,  Prod.  Fauna  medit.,  v.  i, 
p.  94  (1884)  —  Lyinan,  Keport  on  the  Opbioroidea,  Challenger, 
V.  XIV,  p.    13(5  (1882). 

Ampliiura  elegans,  Leacli — Bell,  Brit,  Echinod,,  p.  54  (t892) 
—  Nobre,  Annuar.  Acad.  Polyt.  Porto,  p.  G  (1897)  —  Subs. 
Faun.  mar.  norte  I^ortugal,  p.  54  (1901);  Subs.  Faun.  sul  Por- 
tugal, p.  15G  (1891)  — Mar.  Biol.  Assoe.  Plyniouth,  p.  209 
(1904), 

Hab. :  Cote  oec.  —  Moledo  do  IMinho,  Vianna  do  Castello, 
Leça,  Foz  do  Douro,  Parede,  Tage,  assez  eomnuine  sous  les 
])ierres,  pendant  Ia  basse  uier  (iNobre);  Portinho  (fArrabida 
(Greell), 

Cote  niérid,  —  Lagos  (Nobre), 

Amphiura  filiformis,  O.  F.  Miiller 

Aslerias  filiformis,  O.  F,  Miiller,  Prod.  /ool,  Dan,,  p,  235, 
n.»  2843  (17  7(5). 

Ophiocoma  filiformis,   Forbes,  Bi-il.   Staríishes,  p,  40  (1840), 

Ophiolepis  filiformis,  JMiiller  und  Ti-oschel,  Svst,  Asteriden, 
p.  9Í  (1842). 

Amphiura  filiformis  —  Carus,  Prod,  Faun,  medit,,  v.  I,  p.  í)4 
(1884), 

Amphiura  filiformis^   O.   F.   Miiller  —  Lvnian,    Beport    on    the 
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Ophioroidea,    Challenger,   v.    xiv,    p.    124   (1852)  —  Bell,    Brit. 
Echin.,  p.   llíj  (181)2)  — Marine  Biol.  Associai.,   p.  201)  (1904). 

Hab. :  —  l\)rtugal  (Paulino  d'01iveira). 

Ophiopsila,  Forbes 
Ophiopsila  aranea,  Forbes 

Ophiopsila  aranea,  Forbes,  Trans.  Linn.  Soe,  v.  xix,  p.  149 
(1842)  — GreelT,  Echinod.  S.  Thonié,  p.  6  (1881)  —  Lyman, 
Report  on  lhe  Ophioroidea,  Challenger,  v.  XIV,  p.  160  (1882) 
—  Carus,  Prod.  Faun.  Medit.,  v.  i,  p.  ÍJò  (1884). 

Hab.  Cote  occ.  —  Cezimbra  (GreeíT). 

Fam.  OPHIOHELID.^ 

Opliiotliamiius,  Lym. 
Ophiothamnus  affmis,  Ljn. 

Ophiolhannius  aflinis,  Ljn^ — Goés,  Josephina  exped.  atl.  oc, 
Oplnor.,  p.  622,  in  Kong-.  Akad.  (1871). 

Hab.:  Cote  occ. — Poi"tiigal,  790  brasses  de  fond.  {fule  Lyman). 

Fam.  OPHIOCANTHIDE 

Opllioeailtlia,  MUller  und  Troscliel 
Ophiocantha  Smith,  Ljn. 

Ophiocantha  Smtth,  Ljn.  —  Góes,  Josephina  exped.  atl.  oc, 
Oplnor.,  p.  621,  in  Kong.  Akad.  (1871)  —  Lyman,  Report  on 
the  Ophioroidea,   Challenger,  v.  xiv,  p.   198  (Í882). 

Hab.:  Cote  occ.  —  Portugal,  790  brasses  {fide  Lyman). 
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Fam.  OPHIOCOMID/f- 

Ophioconia,  Agassiz 
Ophiocoma  nigra  (Ahildg.) 

Aslerias  nigra,  Abildgaard,  in  Miiller,  Zool.  l)an.,  pi.  xciii 
(1781)). 

Jstcrias  nigra,  IMiiller  —  Lin.,  Syst.  Nat.,  éd.  Gmelin,  8^, 
p.  187  (1758). 

Ophiocoma  granulata,  Forbes,  7ion  Linck,  Biút.  Starfishes, 
p.  50  (18  40). 

Ophiocoma  Nilssoni,  Miiller  und  Troschel,  Svst.  der  Asteri- 
den,  p.   100  (1842). 

Ophiocoma  nigra,  Miiller — IMiiller  und  Troscliel,  Syst.  der 
Asleriden,  p.  100  (1842)  —  Lyman,  Report  on  lhe  Ophioroi- 
dea.  Challcn^er,  v.  xiv,  p.  172  (1882)  —  Chadwick,  Rep.  Ophio- 
roidea,  p.  Hl  (1880)  — Bell,  Brit.  Eci)iiiod.,  p.  129  (1892)  — 
Nobre,  Annuar.  Acad.  Polyt.  Porto,  p.  7  (1897). 

Ilal). :  Cole  ocç.  —  Sines  (Paulino  d'01iveira,  CoU.  Mus. 
Bocag;e,  Musée  de  Porlo,  Musée  de  Coimbra). 

Opliiotrix,  Miiller  und  Troschel 
Ophiotrix  fragilis  (Abild.  Miiller) 

Aslerias  fragilis,  Abild.  (Miiller),  /ool.Dan.,  p.  28,  pi.  xcvili, 
(1879). 

Op/iiura  fragilis,  Miiller  —  Linné,  Syst.  ^'at.,  ed.  Gmelin, 
8.'-",  p.  187  (1794)  —  Lamarck,  An.  sans  vert,,  2.^'  ed.,  v.  3, 
p.  225  (1840)  —  Miiller  und  Troschel,  Svst.  der  Asleriden, 
p.  110,  pi.  9,  f.  2  (1842)  — Allen,  Ou  lhe  Faumi  Eddyslone, 
p.  471  (1899)  —  Grieg,  Oversigt  nord.  Norges  Echinod.,  p.  16 
(1902) —  Marine  Bioloí,-.  Assoe.  Plymouth,  p.  210  (1904)  — 
Tíricj]^,  iM-hinod.  Michael  Sars,  i.  ()])hioroidea,  p.  32  (1904). 

Opliiotrix  rosula,  Forbes,  lirit.  Starfishes,  p.  60  (1840). 

Ophiotrix  rammclsbergii,  Miiller  und  Troschel,  Svst.  der  As- 
leriden, p.   113.  pi.  8,V.  3  (18i2). 

Ophiotrix  fragilis,  Abildj^.,  apud  O.  F.  Miiller  —  Bell.  Brit 
Echinoderm,  p/  131   (1892). 
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AsUrias  pentafhyUum,  Pennant,  Brit.  Zool.,  4.^,  p.  54  (1777) 
—  Pen.  (sp.),  Chadwick.  Rep.  Ophioroidea,  p.  143  (1886). 

Ophiotrix  fragilis,  Dub.  ei  Kor.  —  G;<.cíí",  Echinod.  S.  Tho- 
mé,  p.  6  (1881)  —  Lynian,  Report  ou  lhe  Ophioroidea,  Chal- 
lenger,  v.  xiv,  p.  224  (1882)  —  Carus,  Prod.  Fauna  Medit., 
V.  I,  p.  9b  (1884j  —  Nobre,  Annuario  Acad.  Polyt.,  p.  7  (Í897)í 
Subs.  Norte  Portugal,  p.  54  flOOl)-,  Subs.  Sul  Portugal,  p.  156 
(1901). 

Hab. :  Cote  occ. — Yianna  do  Castello,  40  brasses  de  Ibnd, 
fdet  de  vapeur  de  péche;  Foz  do  Douro,  sous  les  pierres  dans 
la  zone  intérieure  des  inarées ;  cote  de  Porto,  dragages;  assez 
commune  jusqu'a  20  brasses  de  fond  en  face  de  Leça  da  Pal- 
meira et  Boa  Nova  (Nobre).  Setúbal  (GreeíF,  Coll.  Muscuni  Bo- 
cage, Nobre).  Sines  (Paulino  d'01iveira,  Nobre).  Milfontes  (Nobre). 

Les  exeniplaires  que  Ton  trouve  sous  les  pierres  dans  la  zone 
litorale  sont  généralment  d'une  couleur  verdâlre  ou   brunâtre 

avec  des  taches  plus  foncées  sur  les  bras.  A  Sines  nous  en 
avons  trouvé  des  individus  d'une  couleur  marron,  ayant  une  zone 
plus  foncée  sur  les  bords  du  disque  du  còté  aboral.  Par  contre 
Texemplaire  que  nous  avons  recueilli  en  1897  dans  le  filet 
trainant,  a  bord  du  Hercules,  était  dun  violacé  clair,  couleur 
qu'il  conserve  un  peu  encore  dans  Taicool.  La  face  supérieure 
du  disque  se  rapproche  de  la  fig.  que  répi"esente  la  forme  dé- 
cripte  par  Milller  et  Troschel  sous  le  nom  de  O.  Rammelsbergii 
(pi.  Yii.  fig.  3). 

Ophiotrix  lusitanica,  Lju. 

Ophiotrix  lusitanica,  Ljn.  —  Góes,  Josephina  expl,,  atl.  oc, 
Ophioroid,,  p.  625,  in  Kòng.  Akad,  (1871)  —  GreefT,  Echinod. 
S.  Thomé,  p.  6  (1881)  —  Lyman,  Buli.  Mus.  Comp.  Zool.,  v.  ui, 
pt.  10,  p.  2Í9  (1874);  Report  ou  the  Ophioroidea,  Chal/enger, 
V    XIV,  p.  225  (1882). 

Hab  :  —  Portinho  d'Arrabida,  prés  Setúbal,  Greeíf. 

Ophiotrix  alopecurus,  Miiller  und  Troschel 

Ophiotrix  alopecurus,  Miiller  und  Troschel,  Syst.  der  Asteri- 
den,  p.  111  (18Í2)  —  Lyman,  Report  ou  lhe  Ophior.,  Challen- 
ger,  V.  XIV,  p.  225  (1882)  —  Carus,  Prod.  Faun.  Medit.,  v.  i, 
p.  96  (1884). 

Hab.:  —  Portugal  (Paulino  d'Oliveira,    Coll.   Mus.   Coimbra). 
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Ophiotrix  maculata,  Ljn. 


Ophiolrix  maculata,  Ljn. — Gíies,  Joscphina  exp.  atl.  oc, 
Opliior.,  p.  623,  in  Kõng;.  4ka(l  (1871)  —  Lyman,  Report  on 
tlic  Ophioroidea,  Challcn^cr,  vol,  xiv,  ]).  225  (1882). 

Ilab. :  —  Portugal,  à   120  brasses  de  fond  {fide  Lyman). 


Fam.  ASTROPHYTID/E 

(jOrgOllOCCpliíllus,  Leach 
Gorgonocephalus  arborescens  (llondelet) 

Slella  arborexcens,  Rondelet,  De  Pise,  p.  121  (1554). 

Euryale  cosfosum,  Lanik.,  An.  sans  vert.,  ed.  Deshayes,  v.  iii, 
p.  216  (1840). 

Asfroplujto7i  arfjorescens,  Muller  iind  Troschel,  Sysl.  der  Aste- 
den,  p.  124  (1842)  —  Greefl",  Echinod.  S.  Thomé,  p.  7  (1881). 

Gorgonocephalus  arborescens,  Af^assi/,  —  Lvman,  Report  on  lhe 
Opliior.,  Challenger,  v.  XIV,  p.  263  (1882) —  Nobre,  Sub.  Sul 
Portugal,  p.   156' (1901). 

Ilab.:  Coto  occ.  —  liuarcos  (Paulino  d'01iveira,  Coll.  IMus. 
Coimbra);  Setúbal  (Coll.  Mus.  liocage;  Nobre,  Nascimento). 
Celte  espèce  est  parfois  reeueillie  dans  les  filets  des  pecheurs. 


CRINOIDA 

Fam.  PENTACRINID.E 
l*entacriiius,  Midler 

Pentacrinus  Wyville-Thomsoni,  JeíTrcys 

Pentacrimis  Jf Wyville-Thomsoni,  JeílVeys,  Proceed.  Roy.  Soe, 
V.  XIX,  p.  157  (1870)  —  W.  Tliomson,  Proceed.  Roy.  Soe. 
Edinb.,  V.  Yill,  p.  767  (1872);  Tlje  Depths  of  the  Sea,  p.  444 
(1873);  Les  jírofondeurs  de  la  luer,  p.p.  156,  374,  f,  71  (trad. 
Loriet),  (1875). 

Pentacnnus    loyville-thomsoni,    Jelíreys  —  Carpenter,    Reporl 
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on  the  Ci'inoidea,  Challenger,  v.  xxil,  p.  313,  pi.  xvil,  í.  2-6; 
pi.  XVlli,  XXIV;  pi.  LVil,  f.  1  (1881) — Clark,  Nomeiícl.  rec.  Cri- 
noides,  p.  534  (1908). 

Hab. :    Cote   occ.  —  Au    large   de   la   cote   du  Portugal.    Lat. 

39°  i2'  N.;  Long-,  9°  42'  W.  St.  17;  1905  brasses  (Exp.  du 
Porcupine). 

Fam.  COMATULÍD/E 

Alltedoil,  Fréminville 
Antedon  bifida  (Pennant) 

Asterias  bífida,  Pennant,  Brit.  Zool.,  4^,  p.  55  (1777)  —  Clark, 
Nomencl.  rec.  Crinoides,  p,  499  (1908). 

Antedon  bífida,  Penn.  Bell.  British.  Echinoderms,  p.  54,  pi.  9 
(1892)  — Nobre,  Sub.  N.  de  Portugal,  p.  52  (1901)— Marine 
Biolog.  Association,  p.  207  (1904). 

Comalula  rosácea,  Fleming  —  Hist.  Brit.  Animais,  p,  490 
(1828)— Forbes,  Brilisb  Starfisbes,  p.  5  (184  1)  —  Clark.  Nom. 
Crin.,  p.  513  (1908). 

Comalula  mediterrânea,  Lamarck,  An.  sans  verl.,  2.^^  ed.,  3, 
p.  210  (1840)  — Clark.  Nom.  Crin.,  p.  512  (1908). 

Antedon  rosácea,  Norman.  —  Greefl",  Echinod.  S.  Thomé,  j).  2 
et  7  (1881)  — Carus,  Prod.  Faun.  medit.,  i,  p.  85  (1864-1885) 
—  Perrier,  Nouv.  Arcli.  Mus.  Paris,  9,  p.  53  (1886) — -  Carpen- 
ter,  Report.  Crinoid.  C/iallenger,  p.  158  (1888). 

Antedon  rosaceus,  Liiuk  —  Herdman,  Report  upon  the  Cri- 
noidea,  etc.,  of  the  L.  M.  B.  C.  dist.,  p.  131  (1886). 

Pentacriríus  Europaeus ,  .1.  V.  Thompson.  A  Mem.  on  the  Pent. 
Europaeus,  p.   1,  pi.  i  (1827)  —  Clark,  Nom.  Crin.,  p.  532. 

Antedon  rosaceus,  Link  (sp.)  —  Chadwick,  Echinod.  of  the 
L.  M.  B.  C.  dist.,  p.  48  (1889)— Carpenter,  Rep.  on  the  Cri^ 
noidea,  Challenger,  v.  XXXII,  p.  432,  pi.  LVl,  f.  6;  pi.  LIX,  f.  5 
(1884). 

Antedon  de  Fréminville,  1811  {Asterias  bifida,  Pennant— Clark, 
Notice  some  Crinoids,  coll.  Mus.  Comp.  Zoologv,  (Cambridge, 
Mass.  p.  247  (1908). 

Svn.  Asterias  decacnemos,  Pennant;  Asterias  pertinata,  Adams; 
Antedon  gorgonia,  Fréminville;  yílecto  europaea,  Leach;  Coma- 
lula europaea,  Forbes;  Alecteo  rósea,  Miiller;  Pentacrinus  euro- 
paeus, J.  V.  Thompson  (forme  jeune,  pédonculée),  etc. 

Hab.:   Cote  occ.  —  Povoa  de  Varzim,  dans  les  filets  de   pé- 
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che:  cote  de  Porto,  dragages  entro  12  et  50  mètres  de  fond; 
port  de  Leixões,  contre  les  jetées  du  port  (A.  Nobre).  Cette  es- 
pèce  est  quelqiiefois  três  coinimine  ii  Povoa  de  Varzim;  je  Tai 
trouvée,  la  forme  jeune  et  Tadultc,  en  assez  grande  abondance 
dans  les  dragages  éflcctuées  sur  les  cotes  de  Porto  en  face  de 
Leça  da  Palmeira  et  Foz  do  Douro,  Tage,  Quai  do  Sodré;  Por- 
tinho d'Arrabida,  ;i  Setúbal  (Greeíf);  Setúbal  (CoU.  Mus.  Bo- 
cage); Sines  (Paulino  d'Oliveira), 

Antedon  lusitanica,  1*.  H.  Carpenter 

Antedon  lusilanica,  P.  H.  (>arpenter,  Proceed.  Roy.  Soe. 
Edimb.,  V.  xil,  p.  368  (1884)  —  Report,  on  the  Crinoidea, 
Challenger,  v.  XXM,  p.  315  (1884)  —  Hartiaub,  Rep.  dredg. 
oper.  Àlbastross,  xvili,  Die  Comaluliden,  p,  131  (1895)  —  Clark, 
INomcncl.  rec,   Crinoú/es^  p.  481  (lí)08), 

Hab. :  Cote  occ. — Au  large  de  la  cote  du  Portugal,  Lat. 
39°  39'  N.,   Log.  9"  39'  W.,  740  brasses  (Expl.  du  Procupine). 


ECHINOIDEA 

Fam.  cidarid^: 


Salcnia,  Gray 

Salenia  hastigera,  A.  Agassiz 

Salenia  haaligera,  A,  Agassiz,  Report  on  the  Eciíinoidea, 
Challenger,  v.  m,  p.p.  54,  259,  pi.  iv,  í.  3-17;  pi.  XXXVIII,  f.  10 

(1881). 

Hab.:  Còte  occ.  —  Cote  du  Portugal  (Exp.  du  Challenger). 

Dorocidaris,  A.  Agassiz 
Dorocidaris  papillata  (Lesk.) 

Cidaris  papillala^  Lesk.  —  Forbes,  Rrit.  Starfishes,  p.  140 
(1841)  — Lovén,  On  the  sp.  of.  Echinodea.  p.  140,  f.  1-3  (1887) 
—  Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  139  (1892) —Nobre,  Subs.  Norte 
Portugal,  p.  54  (1903). 
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Cidarites  histrix,  Lamarck,  An.  sans  vert.,  2."^  ed.,  3,  p.  379 
(1840). 

Dorocidaris  papillata,  A.  Agassiz — Weiporl  Echinoidea ,  Chal- 
lenger,  p.  25!)  fl  881)  —  Grcefl',  Echinod.  S.  Thomé,  p.  7  (1881) 
—  Canis,  Prod.  Faun.  médit.,  v.  i,  p.  98  (1884)  —  Pallary, 
Enuni.  Oursins  viv.  golphe  Oran,  p.  1  (1898)  —  Giieg,  Over- 
sig^t  nordl.  Norges  Echinod,,  p.  31  (1002)  —  r.lark,  The  Cida- 
ridae,  p.  209  (1907). 

Dorocidaris  papillata,  Lesk.  —  Bernard,  Liste  Echinid.  Tra- 
vailleur  et  Taliwian,  p.  207  (1905j. 

Hab, :  Cote  occ.  —  Cap  Sagres,  165  brasses  (Expl.  Challen- 
ger)\  Povoa  de  Varzim,  i'ecupilli  dans  les  filets  des  pécheurs  de 
fond  fA.  Nobre).  Três  rare.  Baie  de  Setúbal  (Coll.  Mus.  Bocage). 

Parocidaris,  Des. 
Parocidaris  purpurata,  Wyl.  Thomp. 

A.  Ag;assiz,  Report  on  the  Echinoidea,  Challenger,  v.  ui, 
p.p.  40,  259. 

Hab.:  Cote  oc.  —  Cap  Espichel  (Exp.  du  Porcupine). 

Fam.  ECHINOTHURID.E 

Asteiiosoma,  Gaiibe 
Astenosoma  hystrix,  A.  Agassiz 

Astenoxoma  hystrix,  A.  Agassiz,  Report  on  the  Echinoidea, 
Challenger,  v.  iii,  p.p.  87,  2tí0. 

Hab.:  Cote  oc.  —  Portugal  (Agassiz). 

Fam.  ECHINOMETRID.E 
Stroiiffylocentrotus,  Brandt 

Strongylocentrotus  lividus  (Lamk.) 

Echinus  lividus,  Lamk. — -An.  sans  vert.,  2.'-'  ed.,  3.*^,  p.  367 
(1840)  —  Valentin,  Anatoinie  Echinus,  p.  1  (1841)  —  Forbes, 
Brit.  Starf.,  p.   167  (1841). 
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Stron^ylocentrotus  lividus,  Y^rái.  —  GreeíT,  Echinod.  S.  Tho- 
mé,  p.  6  (1881)  — Carus,  Prod.  Faun.  medit.,  v.  i,  p.  99  (1884). 

Strongylocentrotus  livu/us,  Laink. —  Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  157 
(1892)  — l'allary,  Enuin  Echinod.  Oran,  p.  2  (1898) —  Nobre, 
Subs.  Nort,  Portugal,  p.  55  (190;5)-,  Subs.  Sul  Portugal,  p.  156 
(1903)  —  Bernard,  Liste  Echin.  Travailleur  et  Talisman,  p.  208 
(1905). 

Hab.  :  Cote  occ.  —  Portugal  (Paulino  dOliveira).  Abondant 
sur  les  rochers  de  toute  la  cote  du  nord;  dragag^es  dans  la  cote 
de  Porto  (A.  Nobre).  Cote  dArrabida  (GreeíT,  Coll.  Museum 
Bocage);  Cezinibra  (GreeíT);  Setúbal,  Milfontes  (A.  Nobre). 

Spliívrecliiinis,  Desor 

Sphaerechinus  graniilaris  (Lamk.) 

Echinus  i^v  anular  is,  Lamk.,  An.  sans  vert.,  2.*^  ed.  Dcsh.,  3*^, 
p.  359  (18Í0). 

Spliccrechiiiux  i^ranvlaris,  Lamk.  —  (ireeíi',  Echinod.  S.  Thonié, 
p.  B  (1881)  — Bell,  Br.  Echinod.,  p.  158,  pi.  xv,  f.  2-3  (1892) 
—  Pallary,  Enum.  Echin.  Oran,  p.   1  (1898). 

Sphcerechinux  granularis,  A.  Agas.  —  Carus,  Prod.  Faun.  Me- 
dit., V-  I,  p.  100  (189i). 

Ilah.:  Cote  occ: — Portugal  (Paulino  dOliveira);  Foz  do 
Douro  (A.  Nobre);  Portinho  (TArrabida  (GreeíT,  Coll.  Museum 
Bocage);  Cezimbra  (GreeíT);  Setúbal,  Milfontes  (A.  Nobre). 

Cette  espèce  est  três  rare  dans  la  cote  du  nord. 


Fam.  ECHINID^ 

EcllillUS,   Bondelet 

Echinus  acutus,  Lamk. 

Ec//inus  acutus,  Lamk.,  An.  sans  vert.,  2.*^  ed.  Deshaves,  3.*^, 
p.  3(jI  (I8'i0)  —  Agassiz,  Bcp.  on  the  Echinoidca  Challenger, 
V.  III,  p.  2()0  (1881)  —  Carus,  Prod.  Faun.  medit.,  i,  p.  100 
(18HÍ)  — Bell,  Brit.  Echinod,  p.  1Í6  (1892)  —  Pallary,  En. 
Oursins  Oran,  p.  1  (1898)  —  AÍlen,  Fauna  Eddvstone,  p.  472 
(1899)  — Marine  Brit.  Assoe,  p.  210  (1 90 i)  —  Bernard,  Liste 
Echin.-  Travailleur  et  Talisman,  p.  208  (1905), 
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Echinus.  acutus,  Bali — Forbes,  Brit.  Starf.,  p.  16 í  (18it)  — 
A.  Agassiz,  monogr.  Echinod.,   l^  livr.,  p.  ui  (1842). 

Hab. :  Cote  occ.  —  Cap  Sagres,  165  brasses  (Exp.  dii  Chul- 
lenger)\  Paulino  d'()liveira ;  Povoa  de  Varzim,  fílcts  des  ba- 
leaux  de  pèche  (A.  Nobre).  Cote  de  Porto  (Vasco  Gonçalves). 

Echinus  esculentus,  L. 

Echinus  esculentus,  L.,  Syst.  Nat.,  ed.  x,  p.  663  (1158) — • 
Pennant,  Brit.  Zool.,  i.^  ed.,  v.  iv,  p.  57,  pi.  34  (1777) — A'an- 
delli,  Fauna  et  Flora  specimen,  p.  77  (1797)  —  Lovén,  On  tbe 
Echin.  descr.  Lin.,  p.  64  (1887)  — Bell,  Brit.  Ecbin.,  p.  152 
(1892)  — Meissner  und  Collin,  Bestr.  Faun.  Ostlich  Nordsee,  ii, 
Ecbinod.,  p.  340  (1894)  — Brit.  Mar.  Assoe,  p.  210  (1899)  — 
Bidenkap,  Tromsosundets  Echinod.,  p.  111  (1889)  —  Grieg, 
Oversigt  nordl.  Norges  Echinod.,  p,  3  (1902)  —  Nobre,  Subs. 
Nort.  Portugal,  p.  55  (1903);  Subs.  Sul  Portugal,  p.  156  (1903) 
—  Allen,  On  the  Fauna  Eddystone,  p.  472  (1904). 

Echinus  esculentus,  Runiph. — Bernard,  Liste  Echin.,  Trav.  et 
Talism.,  p.  208  (1905). 

Echinus  sphcera,  IMiiller,  Zool.  l*rod.  Faun.,  p.  235,  n."  2845 
(1776)  — Forbes,  Brit.  Slarl".,  p.  149  (1841)  —  Agassiz,  Monogr. 
Echinod.,  1.^  livr.,  p.  ii  (1841). 

Hab.:  —  Portugal  (Vandelli,  Paulino  cFOliveira);  Povoa  de 
Varzim,  Setúbal  (Nobre). 

Cette  espèce  n'est  pas  rare  \\  Povoa  de  Varzim  dans  les  filets 
de  pèche  vasqueiras.  Elle  est  utilisée  coninie  aliment  par  les 
pècheurs. 

Echinus  miliaris,  Lin. 

Echinus  miliaris,  Lin.,  Syst.  Nat.,  xiii.  p.  3169  (1778)  — La- 
niarck,  An.  sans  vert.,  2.*-'  éd.  Deshayes,  3.^,  p.  367  (1840)  — 
Forbes,  Brit.  Starf.,  p.  161  (1841)  —  Agassiz,  Monogr.  Echin., 
I.e  livr.,  p.  VI  (1842)  —  Greeff,  Echinod.  S.  Thomé,  p.p.  3  et  6 
(1881)  — Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  150  (1892)—  Meissner  und 
Collin,  Beitr.  Fauna  Ostlich.  Nordsee,  ii,  Echinod.,  p.  340 
(1894)  — Allen,  On  lhe  Fauna  Eddystone,  p.  474  (1899)— Mar. 
Biol.  Associai.,  p.  210  (1904). 

Hab.:  (]òte  occ, —  1 'ige  et  Portinho  d'Arrabida,  ;i  Setúbal 
(GrecíV);  Setúbal  (Grccíl",  CoU.  Mus.  Bocage). 
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Echinus  melo,  Lamk. 


Echinua  melo,  Lamk.,  An.  sans  vcrt,,  2,'^  ed.,  Desh.,  3.*^, 
p.  360  (1810)  — Greeir,  Echinod.  S.  Thomé.  p.  7  (1081)  — 
Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  155  (1892)  — aut,  Carus,  Prod,  Faun. 
Medií.,  1,  ]).  100  (189Í)  — Pallarv,  Eciíinod.  d'Oran,  p.  1  (1808) 
—  Bernard,  Liste  Echin.   l'iav.  et  Talhm.,  p.  208  (1005). 

Ilab.:  —  Portugal  (Paulino  d'01iveira);  Setúbal  (Coll.  Mus. 
Bocage,  fide  Greeff). 


Fam.  CLYPEASTRID/íi 

Eehiiiocyaimis  piisillus,  Van  Phels. 
Echinocyamus  pusillus  (Miiller) 
Spatagm  pusillm,    O.   F.   Miiller,    Prod.   Zoo).  Dan.,    p.   236 

(mfi). 

Echynocyamua  puxilluí;,  Miiller  —  Forbes,  Brit.  Starf.,  p.  175 
(ISíl) — ^Meissner  und  Coliin,  Bestr.  Faun.  õstlich  IVordsee,  ii, 
Echinod.,  p.  341  (1894)  —  Allcn,  Fauna  Eddystone,  p.  475 
(1895)  —  Grieg,  Oversigt  Nordl.  Norges  Echinod.,  p.  32  (1902) 
—  Nobre,  Sub.  Norte  JV.rtugal,  p.  55  (1903);  Sub.  Sul  de  Por- 
tugal, p.  156  (1903)— Mar.  Biol.  Assoe,  p.  210  (1904)  — Ber- 
nard, Liste  Echin.   Trav.  et  Talis^m.,  p,  208  (1905). 

Ec/iinocyamus  pusillus,  Gray  —  Carus,  Prod.  Faun.  medit.,  i, 
p.   101  (1884)— Pallary,  Echin.  Oran,  p.  2  (1898). 

Ilab. :  Cote  occ.  —  Matozinhos  (A.  Nobre). 

Cote  mérid,  —  Villa  Nova  de  INirliuuio,  Lagos,  Cap  Santa 
Maria  (A.  Nobre). 

.le  n'ai  trouvé  que  le  test  dans  les  dcpòts  de  sables  coquil- 
liers. 

Fam.  SPATANGIDyE 

Eeliinoeardium.  Gray 
Echinocardium  cordatum  (Pennant) 

Echinus  cordatus,  Pennant,  iJrit.  /ool.,  iv,  p.  58,  pi,  XXXIV, 
f.  75  (1777);  p.  139,  pi.  xxxvi,  1'.  2  (1812). 
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Spalangus  arcuarius,  Lanik.,  An.  sans  vert.,  2e  éd.  Desliaves, 
3,  p.  32S  (1840)  — Encycl.,  pi.  156,  1".  7-8  (1789). 

jÍ7np/iidolus  cordatum,  Penn.  —  Forbes,  Brit.  Starf.,  p.  líJO 
(1841). 

Echinocaster  vordatum  (i^enn.)  —  Meissner  und  Collin,  Bestr. 
p.  343  (1894). 

Echinocardiun.  cordatum,  Penn.  — Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  1(59, 
pi.  XVI,  f.  1-4  (1892)  — Allen,  Fauna  Eddystone,  p.  47(5  (1899) 
—  Grieg.  Oversigt.  Nordl.  Norges  Echinod.,  p.  33  (1902)  — 
Nobre,  Sub.  Norte  de  Portugal,  p.  5(j  (1903j;  Sub.  Sul  de 
Portugal,  p.  156  (1903)  — Mar.  Biol.  Assoe,  p.  411  (1904). 

Echinocardiuni  coidatum,  Grav  —  Greeíl',  Echinod.  S.  Thonié, 
p.  7  (1881)  — Carus,  Prod.  Faun.  Médit.,  i,  p.  102  (1884)  — 
Pallary,  Echinod.  Oran,  p.  2  (1898). 

Hab. :  Cote  occ.  —  ^latozinhos,  fonds  prés  du  rivage  (Nobre); 
Cascaes  (Mus.  Bocage),  Malha  da  Costa  (Girard,  Coll.  Mus. 
Bocage)",  Baie  de  Setúbal  (Coll.  Mus.  Bocage);  Cezinibra 
(Greeífj;  Milfontes,  comniun  (Nobre). 

Cote  mérid.  —  Cap  Sant  Maria  (Nobre),  abondant. 

Vandelli,  in  Flora  et  Fauna  Spéc,  p.  77,  cite  VEchinus  spa- 
lagus  coinme  appartenant  a  la  laune  portugaise.  Vandelli,  se 
correspondant  avec  Linné  et  connaissant  probablenient  le  Svst. 
Nat.,  édité  a  Coimbra,  voulait  sans  doute  se  rapporter  a  VEchi- 
nocardium  cordaluin,  une  des  formes  que  Linné  a  confondu  sous 
le  nom  de  Echinus  spatagus  (vide  Linné,  p.  228  et  225,  ed. 
Coimbra,  et  Lamarck,  p.  324  Spat.  ovatus  et  p.  327,  S.  canali- 
ferus).  Cest  le  Metalia  spatagua  (L.). 

Vandelli  cite  encore  VEchinus  orbkulus,  espèce  linnéenne 
dont  (d'après  Lovén,  On  the  sp.  of  Echinoidea^  p.  180)  aucun 
n'a  eté  trouvé  dans  la  collection  de  Linné.  U  s'agit  du  Rotula 
dentala,  Lamk  [Scuíe/la),  An.  sans  vert.,  p.  277,  espèce  de  nos 
colonies  africaines,  et  que  probablenient  V^andelli  avait  trouvé 
dans  les  collections  portugaises,  ce  que  nest  pas  a  étonner. 
Morelet,  en  1845,  nous  parle  encore,  dans  ses  considérations 
préliminaires  sur  les  Mollusques  du  Portugal,  de  1'état  primitif  et 
confus  du  Musée  de  Lisbonne  (*). 


(•)  Lea  autres  espèces  d'Echinodermes  citées  par  Vajidelli,  sontk-s  sui- 
vantes:  Asterias  rubens  {Diplasicrias  ruhens,  L.j,  Asterias  ophiiira  (Sp/:") 
Aaterias  ciliaris  {Ophiura  ciliata,  Ketz),  Asterias  aranciaea  [Astropeden 
aurantiacua,  Lin.). 
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Aerope,  Wyl.  Thomp. 

Aèrope  rostrata,  NVyl,  ThonijD, 

Aerope  roslrata,  Wyl.  Thomp.,  Proceed.  Royal  Soe,  v.  xxv, 
p.  211;  Yoyage  of  the  Challen'j;er,  i,  p.  381,  f,  99  —  A.  Agassiz, 
llepoit  o!i  lhe  Ecliiiioidea,  C/iallenger,  v.  iii,  p.p.   192,  261. 

Hab. :  Cote  occ.  —  (>òte  du  Portugal  (Exp.  du  Challenger). 


HOLOTHUROIDA 

Fam.  DENDROCHIllOriN^ 
Cucumaria,  de  Blaiuville 

Cucumaria  Planei  (Brandt) 

Holothuria  penctala,  Gmelin  (part.)  —  Linn.  Svst.  Nat.,  ed. 
Gmelin,  p.  149  (1776);  Syst.  Nat.,  xill,  p.  3139  (1788). 

Hololhuria  doliolum,  Lanik.  ([)art.)  Au,  sans  vert.,  2.'-'  ed.,  3, 
p.  4il  (18i()). 

Cucumaria  Planei,  IMareiízelIcr,  Ver.  Zoo).  Bot.  Ges,  Wien, 
V.  XXIV,  p.  300  (187i)  —  Grecir,  Echinod.  S.  Thomé,  p.  7 
(1881)  —  Carus,  Prod.  Faun.  inedit.,  i,  p.  107  (1884)  —  ThéeJ, 
Report  on  the  Holothuroidea,  Challenger,  v.  XXXIX,  pt.  ii, 
p.  101  (1886)  — Cliadwiek,  Echinod.  of  the  L.  M.  B.  C.  Dist., 
p.  53  (1889);  Notes  on  tlie  Cucumaria  Planei,  in  Fauna  Liver- 
pool Bay,  p.  63,  pi.  1  (1892)  — Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  37, 
1)1.  II,  í  2;  pi.  III,  r.  1  (1892)  — Nobre,  Sub.  Sul  Portugal 
p.  155  (lí)03). 

ílab. :  Cote  occ.  —  Estoril,  enibovichure  du  Tage,  dans  les 
crévasses  des  rochers  de  la  zone  litlorale  (Nobie).  Ci)te  d'Ar- 
rabida,  à  Setúbal  (Grcell);  \  illa  Nova  de  Milfontes  (Nobre). 
Assez  conunune  ;i  Esloiil. 

Ohs.  Dans  le  Bulletin  des  canipagnes  seienlifiques  acconijilies 
sur  rVacht  Amélia,  par  D.  (Carlos  de  Bragança,  v.  i,  Í902,  on 
trouve  plusieurs  références  ;i  des  luliinodeiMnes  dragues  sur 
les  cotes  du  sudouest  et  du  sud  du  l*ortugal.  (^'á  références  se 
raj)|K)rtant    exclusiveuient,    pour    ce    (pii    concerne    aux    Echi 
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nodermes,  à  la  désignalion  des  genres  trouvés :  Asterias,  et  As- 
téi"ides,  Opinares,  Cucuinaria,  Ecldnocnrdiuin,  Synapta,  Ante- 
(lon,  Holotkuria  et  a  des  Ecliinoídes,  je  me  borne  ;i  l'indicatioii 
spéciale  du  g.  Cucumaria,  et  surtout  au  genre  Synapta  dont 
plusieurs  espèces  doivent  se  trouver  sur  nos  cotes  et  qui  ne 
sont  pas  citées  dans  oe  travail. 


Fam.  ASPIDOClimOTIiNTE 
Holothuria,  Linn. 

Holothuria  tubitlosa,  Gnielln 

Holothuria  tuhulom,  Gmel.  —  Linné,  Syst,  Nat.,  xil,  2,  p,  1090 
(1700),  éd.  Gmelin,  2,  p.   147  (1778). 

Holothuria  tubulosa,  Gmelin  —  Greeíí",  Echinod.  S.  Thomé, 
p.  7  (1881)  — Carus,  Prod.  Faun.  medit.,  i,  p.  105  (188i)  — 
Théel,  Report  on  the  Holothuroidea,  Chalhnger ,  v.  XXXIV,  pi.  ii, 
p,  229  (1886)  —  Hérouard,  Holothuries  Camp.  Princcsse  Alice, 
p.  7  (1902). 

Fistularia  (Holothuria)  lubulosa,  Lanik,  An.  sans  vert,,  2.*^  éd. 
Deshayes,  3,  p.  447;  Encycl.,  pi.  86,  f.   12  (1844). 

Hab. :  Cote  occ,  —  Cote  de  Porto,  40  brasses  de  prof.,  dans 
le  filet  d'un  vapeur  de  pèche  (Nobre).  Portinho  d' Arrábida,  pi-. 
Setúbal  (Greeíí",  Coll.  Mus.  Bocage);  Villa  Nova  de  Milfontes, 
dans  la  zone  des  marées,  commune  (Nobre). 

Holothuria  catanensis,  Grube 

Holothuria  catanenm,  Grube  —  Greeíí",  Echinod.  S.  Tliomé, 
p.  7  (1881)  — Carus,  Prod.  Faun.  medit.,  v.  i,  p.  106  (1884) 
—  Théel,  Report  on  the  Holothuroidea,  Challenger,  v.  XXXIX, 
Pt.  II,  p.  207  (1886). 

Hab.:  Cote  occ.  —  Portinho  dArrabida,  pr.  Setúbal  ((ireel]"). 

Pscudostichopus,  Théel 
Pseudostichopus  villosus,  Théel 

Pseudostichojms  villosus,  Ihéel,  Ptepoi't  on  the  Holothuroidea 
Challenger,   v.   XXXIX,   Pt.    ii,   |).    170  (1886)  —  llérouai-d,   Holo- 
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tlmries  Camp.  Princesse  Alice,  p.  1 1 ,  pi.  II,  f.  1-3;  pi.  vil,  f.  3, 
p.p.  52-53  (1902). 

Hab. :  Cote  occ.  —  Entre  le  Portugal  et  les  Açores;  Stn.  650, 
prof.  4261  m.  Lat.  30''55'N.  Long.  24°  43' A\.f  Stn.  753,  prof. 
4360  m.;  Long.  39"  54'  N;  20"  21'  W  {Princesse  Alice,  1896). 

Pseudostichopus  occultatus,  Marenzcller 

Pseudosticliopus  occultatus,  IMarcn/.eller  —  Hérouard,  Holothu- 
ries  Camp.  Princesse  Alice,  p.  14,  pi.  ii,  f.  4-14,  p.p.   52,   53 

(1902). 

Hab.:  Cole  occ.  —  Entre  le  l\)rtugal  et  les  Açores-,  Stn.  650, 
prof.  4400  ni.  Lat.  36''  54'  N;  Long.  23*^  12'  ^y[  {Princesse  Alice, 
1896). 

Pseudostichopus  depressus,  Hérouard 

Pseudostichopus  depressus,  Hérouard,  Holothuries  Camp.  Prin- 
cesse Alice,  p.   15,  pi.  II,  í;  15-18;  p.p.  52-53  (1902). 

Hab.:  (]òte  occ.  —  Entie  le  Portugal  et  les  Açores.  Stn.  753, 
prof.  4360  m.  Lat.  39°  54'  N;  Long.  28°  27'  W.  \Princesse  Alice, 
1896). 

Atlailtis,  Hérouard 

Atlantis  intestinalis  (Ase.  et  Hathke) 
var.  Verrilli,  Théel 

Atlantis  intestinalis  (Ase.  et  Hathke);  var.  Verrilli,  Hiéel  — 
Hérouard,  Holothuries  (^amj).  Princesse  Alice,  p.  54,  pi.  I,  1".  3-6, 
p.p.  50,  51  (1902). 

Hab.:  Cote  occ.  —  Au  sud  de  Lisbonne-,  Stn.  515,  prof. 
2028  ni.  Lat.  38°  21'  N.  Log.   1  1°  58'  W  {Princesse  Alice,  1895). 

Mcsotliuria,  Likbvig 
Mesothuria  láctea  (Théel) 

líolotliuria  láctea,  Théel,  Hej)ort  on  the  Hoiolhui'oidea,  Clial- 
leji<:er.  Vi.  u,  p.   183,  pi.  X,  f.  9  et  15  (1886). 

Mesothuria  láctea,  Théel  —  Hérouard,  Hololhuiics  Canij),  Prin- 
cesse Alice,  p.p.  21,  50  et  51,  pi.  i,  f.  17-11)  (1902). 

Hab. :  Cote  occ.  —  Cote  du  Portugal.  Sin.  515,  prof.  2028  m. 


í(il 


Lat.  oS"  1'  N.  Long.   11'  õfS'  M,  au  nord  cie  Lisboniiè  (Pnnòess^ 
Alice,  18!)ò). 

Théel  avait  déjii  sigiialee  ceLte  cspèce  dans  les  mers  des 
Açores. 

Paroriza,  Hérouard 
Paroriza  Prouhoi,  Hérouard 

Paroriza  Prouhoi,  Hérouard,  Hololhuries  Canip,  Princesse 
Jlice,  p.  24,  pi.  Yll,  f.   1-2;  pi.  vm,   f.  30,  p.p.  52,   53  (1!)U2). 

Hab. :  —  Entre  le  Portugal  et  les  Açores.  Stn.  753,  prof. 
i3G0  m.  Lat.  39"  54'  N.  Long.  20°  2T  W^ {Princesse  Alice,  1896). 

1  AM.  ELASH^ODE  . 

Psychropotes.  Théel 

Psychropotes  Kerhervei,  Hérouard 

Psychropoles  Kei/urvei,  Hérouard,  Holotliuries  Camp.  Prin- 
cesse Alice,  p.  27,  pi.  IV,  f.   1-'.),  p.p.  52,  53  (TÍK)2). 

Hab.:  Cole  occ.  —  Dans  les  paiages  des  Açores,  èntrè -ces 
Mes  et  le  Portugal.  Stn.  749,  prof.  5005  m.  Lat.  38*^5'; Pí.; 
Long.  23*'  39'  W.  {Princesse  Alice,    1896).  '       i'..'.i: 

Beíuia,  Dub.  og  Roíen  ^'     •    ■:   ? 

Deima  atlanticum,  Héiouard 

Deima  atlanticum,  Hérouard,  Dcuxiènic  note  prél.  Holoth. 
Princesse  Alice,  p.  88  (1898);  Holothuries  Camp.  Princesse 
Alice,  p.  32,  pi.  III,  í".  3;  pi.  iv,  f.  18;  pi.  v,  f.  V-^vP^-  ^^"' 
f.  26-29,  p.p.  52,  53  (1902).  I  '. ..  !:  . 

Hab.:  Cote  occ.  —  Entre  les  Açores  et  le  Portugal.  Stn.  753, 
prof.  i360  m.  Lat.  39°  54'  N.  Long.  20°  27'  W.  {Princesse  Alice; 

1896).  ,   ;  .,,-...;, ■.:,;;.. 

Eolga,  Dub.  og  Korcn  ^^' 

Kolga  obsoleta,  Héi-ouard  !    '. 

Kolga  obsoleta,  Hérouard,  Première  note  Holoth,  Prihfe.  Alice,' 

VoL  IV  — N.°3  3 
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p.   170,  f.   1  (1806);  Hololliuries,   (lainp.  Princesse  Alice,  p.  41, 
pi.  VI,  f.  ll-ló-,  pi.  VIII,  r.   16-18,  p.p.  52,  53  (11)02). 

Hab. :  Cote  oco.  —  Entre  le  Portugal  et  les  Açores.  Stn.  753, 
prof.  4360  m.  Lat.  39^  54'  N.  Long.  20°  27'  W  '{Princesse  Alice. 
1896). 

Scotoanassa,  Théel 
Scotoanassa  translúcida,  Hérouard 

Scotoanassa  t/a7islucif/a,  Hérouard,  Prcuiière  nole  Holoth. 
Princ.  Alice,  p.  172,  f.  3  (18í)6);  Hololliuries  C.auip.  princesse 
Alice,  p.  43,  pi.  Ill,  f.  4-6-,  pi.  VI,  f.  17-20,  p.p.  52,  53  (1902). 

Hab.:  Cote  occ.  —  Entre  le  Portugal  et  les  Açores.  Stn.  753, 
prof.  5005  m.  Lat.  39"  54'  N.  Lung.  20'  27'  W  (Princesse  Alice, 
1896). 

Ia^i.  malpadlí: 

Allkyrodonun,  Danidssen  og  Koren 

Aiikyroderma  Danielsseni,   lliéel 

AnkyroJerma  Danielsseni,  riíéel,  Ueport  on  tlie  Holotiiurol- 
dea,  Challeniier,  Pt.  n,  p.  39,  pi.  ii,  f.  6  (1886)  —  Hérouard, 
Holothuries  Camj).  Princesse  Alice,  p.p.  4  5,  50  et  51  (1902). 

Hab.:  Cote  occ,  —  Au  sud  de  Lisbonue.  Stn.  338,  prof. 
2028  Hl.  {Princesse  Alice,  1893). 

Fam.  synaptid.í: 

Synapta,  Escli. 

Synapla,  esp. 

Synapla.  ,  .,  I).  Carlos  de  Tiragança,  lUillclin  des  Canipagncs 
seienliíiques  accouipl.  sur  le  Yacht  Amélia,  v.  i,  p.p.  59,  74 
et  75  (1902). 

Hab.:  Cote  occ. — Fosse  d'Albufeira.  Stn.  17.  prof.  230-300  ni. 
environ;  stn.  36,  prof.  374-415  ni.  environ;  stn.  38,  prof. 
460  ÍOO  \\\.  environ.  (Yaclil  Amélia). 

II  n'est  indique  que  le  genre.  Toutefois,  coninie  nous  veions 
plus  loin,  il  y  a  dcux  espèces  de  Synapla  (|ui  doivent  se  houver 
sur  les  coles  ])orlugaises. 


IG:5 


ESPECES  DTCHINODERMES 
QUE  L'ON  DOIT  TROUVER  SUR  LES  COTES  DU  PORTUGAL 

Pabnipes  membranaceus ,  Retz. 

Distrib.  —  Atlanlique:  France,  Angleterre,  Irlande. 

—  Méditerrannée. 

Luidia  Sarsi,  Diib,  og  Kor. 

Distrib.  —  Atlantique,  dcpuis  la  Norvège  jusqu'à  Cap  Verti 

Ophidiasler  ophidianus,  (Lamk.), 

Distrib.  —  Atlanlique:   Açores,   Canaries,  lies  de  la  Guinéc, 
S.  Thomé,  Rollas. 

—  Méditerrannée, 

Ophioglypha  affinis,  Lutk.  .  ■    ■  - 

Distrib.  —  Atlanlique  nord. 

—  Méditerrannée,  Adrialique. 

^viphiura  fdíformis,  Forbcs.  •       ■ 

Distrib.  —  Atlantique. 

—  Méditerrannée. 

Ophiochnida  hiachiata  (Montagu).  i      .... 

Distrib.  —  Atlanlique  nord. 

—  Méditerrannée, 


Oplúolrix  Lútkenii,  W.  Th. 

Distrib. — Atlantiíjue:  Irlande,  Açores. 


.1-, 


Antedon  phalangium,  Maiúon. 

Distrib.  —  Atlantique,  Europe,  Amérique  nord,  Madeira. 

—  Méditerrannée.  .  ' 

Echinus  elegans  (Diib.  o.  Kor.).  . 

Distrib.  —  Atlantique. 

—  Méditerrannée, 
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Eclnnocardiwn  fíavescen<s,  Miiller. 

Dlslrib.  —  Ailanlique:  depuis  la  Norvège  ju.squ'au   Cap   de 
Roniie  Esperance,  Florida. 

—  Médilerianée, 

Spatangus  purpureus,  Miiller. 

Dislrib.  —  Atlarttiquc:  Islande  jusqu'aux  Açores,  Bermudes, 
Mers  du  Nord. 

—  Médllerranée. 

Brissopsis  lyrifera  (Forbes). 

Distrib.  —  Atlanlique:    Groenland  jusqu'au   Cap  de   Bonne 
Esperance. 
:   — Médilenvinée. 

Cucumaria  minuta  (Ilolotluiria)  Fabr. 

Dislrib.  —  Atlanli(|iie  nord. 

—  iMédilci  rannée. 

C.  Hydmanni  i^IIololliuria)  Thompson. 

Distrib.  —  Atlanlique  nord. 

—  Médilerrannée. 

C.  Syracusana  (Cladosdactyla)  Griibe, 

Distrib.  —  Ailantique  afr. 

—  Médilerrannée. 

C.  pentactes  (I^inn.). 

Distrib.  —  Atlanlique  noicl. 

—  Méditerranée. 

Thyone  fusus,  O.  F,  Miiller. 

Pii?>tril|í  — ^  Allanli(|uc  nord. 

—  Mcdilerrance. 

T.  raphnnuK,  Diib.  o.  Kor. 

Dislrib.  —  Atlantii|ue:  Anglclerre,  Norvègc. 

—  iMctlilciiancc.  .' 
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Holothuriu  Poli,  Delle  Ghiagi. 

Dislrib. — Atlanlique  nord,  Canaries. 

—  Méditerranée. 

Stychopus  regnlis  (Cuvicr). 

Distrib.  —  Atlanlique  nord,  Canaries. 

—  IMéditerranée. 

Synapta  inhereiu  (O,  F.  Miiller). 

Dislrib. — Atlanlique  nord,  Élats  Unis. 

—  Méditerranée. 

S.  digilata  (Mont.). 

Dislrib. — Atlanlique  nord,  Aniérique. 

—  Méditerranée. 


DANIEL  AUGUSTO  DA  SILVA 
E  LA  TEORIA  DELLE  CONGRUENZE  BINOMIE  O 


NOTA   DEL 


Prof.  C.  Alasia  De  Quesada 

(in  Brindisi) 


La  Teoria  dei  Numeri  cosi  apprezzata  e  pi'ofiquaniente  col  ■ 
livata  dai  piò  grandi  filosofi  deirantichiiíi,  cí)ine  ne  fan  fede  i 
nomi  di  Eijcmde  e  Diofanto,  cadula  poi  in  abbandono  ingiusti- 
fieato  tanto  da  ridursi  ad  una  curiosita  speculativa,  risorta  poi 
oon  FiiiONAcci,  Nkmouarius,  Ouesmk,  Cuuquet,  Paciuoi.o.  Takta- 
GLiA,  Caudano,  Feuhaiu,  Viètk,  Baciiet  de  ÍNlEziniAC . .  .  ,  ha  oggi 
coinplolanicnte  i'ipie.so  Palio  posto  che  Ic  compete,  favorita  dai 
polenti  niezzi  d'investigazione  foiniii  dalla  int)dei'na  Analisi.  E 
serebbe  studio  inteiessante  il  ricercare  per  quali  cause  questa 
scienza  decadesse  cosi  ncgli  ulliini  secoli:  fii  la  crcdcnza  cbe 
la  sua  teoria  fosse  cosi  liiuitata  da  esser  stata  quasi  dei 
luttí)  niessa  in  luce  nei  lavori  degli  anticlii  filosofi  e  dei  nia- 
teniatici  dei  xvi  e  xvn  secolo,  o  ne  fu  causa  Tuso  invalso 
di  far  apparire  ogni  nuova  proj)rietà  dei  numeri  quale  ques- 
tione di  niolto  árdua  risoluzione?   Vediamo  ad   escmj)io  Feumat 


(')  Este  bello  e  interessante  trabalho  foi  publicado  en  1003  no  tom.  iv 
da  Kivisla  di  Fisica,  Matemática  e  Scieuze  Xattoali,  de  Pavia.  Transcre- 
vemol-o  aqui  por  ser  nclle  aiialysada  uma  nicnioria  importante  de  Daniel 
AudusTo  DA  Silva  de  um  modo  muito  lioiiroso  para  este  eminente  geometra 
portuguez.  Não  fazemos  a  sua  tradue^ào,  ))or  estar  e.^cripta  em  uma  lingua 
que  todo  o  portuguez  regularmente  instruido  lê  com  facilidade  e  que,  por 
isso,  é  uma  das  que  sào  admittidas  nos  artigos  destinados  a  estes  Ajitiaes. 

G.  T. 
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obbedire  anch'esso  alio  spirito  dei  tempo  col  piegare  il  suo 
animo  a  rivalita  scientifichc  e  proporre  ai  siioi  tontemporanei 
una  delle  piu  ricchc  serie  di  teorenii  sui  nunieri,  senza  lasciare 
che  un  numero  molto  limitalo  di  dimostrazioni  di  essi,  per 
quanto  possa  con  convinzione  rilcnersi  clic  le  abbia  possedute 
tutte.  Dopo  di  lui  si  ha  u!ia  sosla:  le  scoperte  di  Newton 
e  di  Lf.ibmz  avevano  aperto  diderenti  orizzonti  alie  ricerche 
dei  matematici;  ma  eccoei  ai  grande  Eui.kro,  rincarnazione 
delPAnalisi,  come  lo  chiamò  Ahago,  a  dedicare  con  passione(*) 
le  forze  dei  suo  poderoso  iug-eg^no  alio  studio  delia  Teoria  dei 
INumeri  ed  a  guadagnarsi  la  gloria  di  dare  una  delle  piíi 
belle  dimostrazioni  dei  teorema  di  Feioiat,  dimostrazione  che 
per  molto  tempcí  lu  ritenuta  la  prima  che  ne  iossc  slata 
data,  e  cioè  fmo  ai  giorno  nel  quale  Gaiss  Ç^)  mostro  di  aver 
notizia  di  una  piu  anlica  dimosti-azione  dovuta  a  Leihmz,  e  che 
infatti  ritrovasi  nelle  opere  complete  di  questo  insigne  mate- 
mático pubblicate  a  cura  di  Gerhardt  (184D-18G3).  E  dopo 
EuLEno  ecco  Lagíiange  a  spaziare  nei  vasti  campi  di  questa 
scienza  difficile  e  creare  il  teorema  dal  quale  pifi  tardi  Eva- 
risto Galois  ha  forse  dedotto  i  suoi  principi  delia  teoria  dei 
Gruppi ;  e  dopo  ecco  Legendre,  e  Gauss,  e  Poi>sot  e  Cauchy, 
ed  altri  ed  altri  i  cui  nomi,  a  noi  famigliari,  è  supérfluo  ri- 
co rd  are. 

Spctta  a  mio  a v viso  all'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi 
il  mérito  di  aver  richiamato  Toperosità  dei  geometri  alio  studio 
delia  Teoria  dei  Numeri  dedicando  uno  dei  suoi  premi  alia  di- 
mostrazione di  un  teoi'ema  di  Fermat. 

E  (juesto  il  segno  certo  che  ognuno  avcva  comincialo  ad 
intuii'e  cpial  posto  eminente  questa  teoria  dovesse  occupare  nel- 
l'Analisi   moderna,  anchc    prima  che   Poinsot   nelle  sue  n Refle- 


(')  II  est  à  croire  aussi  f|u'Eiii,i:R  avoit  un  gout  particulier  pour  ce  geme 
de  lechcrehes,  et  qu'il  sy  livroit  avcc  une  sorte  de  passion,  comme  il  ar- 
rive  à  presque  tous  ceiíx  qui  s'en  occupent.  (Legkndue). 

(-)  Gauss  in  Disqtdsitiones  arithmeticae,  §  50,  dopo  aver  dato  una  di- 
mostrazione dei  teorema  di  Fekmat,  osserva:  nEider  primus  demonstra- 
tionem  publici  júris  fecit  (Tlieorematuin  quorundum  ad  números  primos 
speetantium  demonstratio.  Commentari  Academiac  Petropolitauae,  t.  viii). 
—  In  Commentario  anteriore  vir  summiis  ad  scopinn  nondum  pcrvenerat.  — 
In  controvérsia  famosa  inter  Mauperluis  et  Konig  a  j)i'incipio  actionis  mini- 
mae  orta.  ..  .,  Konig  in  manibns  se  habere  dixit  atdographum  Leibnitiam/m, 
in  quo  demonstratio  futiiis  theorematis  cum  Eideriana  ])rorsiis  cospirans  con- 
tinebatvr.  Licet  vero  fukm  liuic  testimonin  denegare  nniimns,  certe  lAibnitius 
inventum  suum  nunquain  publinavit.»  Cfr.  O.  Vacça  in  Biblioteca  Mathema- 
tica,  1894,  pag.  46-48,  il  quale  vi  espone  purc  la  dimostrazione  leibniziana. 
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■a:io7u  sur  /es  príncipes  fondmnentaux  de  la  Tluorie  des  Noiíibresr) 
(Ueíl.  Théo.  Noin.)(*)  scrivesse, 

«Et  ccpendant,  jiour  peu  (ju'<)n  v  veiiille  léfléchir,  il  est 
aisé  de  voir  que  cctte  Aiilliinéli(|uc  iranscciulante  est  CDinnie 
le  jjrincipe  et  la  source  de  rAl<íèbrc  jiropreineiU.  dite.,..  C.ar 
observez  que  ce  peu  qii'()n  decouvie  par  intervalles  dans  la 
science  des  propriéiés  des  noiubres  est  le  peu  qu'on  ajoule  de 
tenips  à  autre  a  l'Al{^èbre.» 

E  eiò  quasi  a  sanzione  dei  g^iudizio  di  Li:oem)ue, 

«En  eílet,  il  n'est  pas  de  lliéorème  sur  les  noiíibres  qui 
ne  soit  pas  relatií"  \\  la  résolution  d'une  ou  de  plusieurs  équa- 
tions  indelerminées». 

Coniunque  sia  n<ii  vediamo  alia  fine  dei  xviii  secolo  ed 
ai  principio  dei  xix  i  inalematici  dogni  nazione  darsi  eon 
ardore  alie  ricerclie  ai'ilnu'lic'lie,  ed  c  da  (picITepoca  ehe  eo- 
mincia  una  nuova  e  ricca  serie  di  nomi  ehe  poi"larono  nei  piú 
alti  spazi   la    teoria   dei  nunieri,   Gauss,  Kummer,  Dedf.kind,  Le- 

JEMNE-DlRCni.ET,     HiEMMAMN,     De    Foi-ICNAC,     LlDRI,     TcHEBYCHEFF,     El- 

sE^STEiN,  (iE^o(■.cm,  Smisth,  SriKi.T.n-.s,  ece.,  per  nou  noniinare 
elie  una  sola  parte  di  eoloro  clic  la  moite  lia  gi;»  rapilo  alia 
^jcienza. 

Ria  vi  è  una  cosa  elie  colpisee  colui  ehe  scon^  la  ricea 
serie  di  memorie  od  i  irattari  í^enerali  ehe  Ibrmano  la  lettera- 
tui'a  di  quesla  teoria:  nulla  o  tjuasi  nuUa  inconlra  ehe  In  par- 
ticolare  si  riferisea  alie  Con^ruenze  numerichc,  e  laseiate  le  ri- 
cerclie di  EuLEuo  e  íli  Gai'ss  su  tale  soggetto,  e  salvo  qualche 
rara  ricerea  incidentale,  deve  giung^ere  alie  belle  inemoire  di 
TciiEBYCHEiT  e  di  SriEUTjEs,  ofl  agli  nElíinents  de.  la  Tlivorie  des 
Noinhres-í)  di  Gaiien  per  vedere  questa  teoria  messa  ai  suo 
g^iusto  ])osto.  E  vero  chc  Skiuuíi  nel  suo  HTraifi'  djlgihre  su- 
piííeurey)  dà  molle  indicazioni  ehe  si  i"iíeriscono  ad  essa,  ma 
in  questo  trattato,  come  puré  in  quello  di  E.  Lucas,  ò  persino 
esclusa  la  teoria  delle  forme  quadratiche. 

Cio  farebbe  credere  g-iustamente  a  chi  ehe  sia  chc  ílno  ai 
giorni  nei  quali  questi  niatematici  scrissero  nulla  di  nuovo  o 
di  notevole  si  fosse  fatto  su  (piesta  bella  e  ricca  teoi'ia  delle 
Cong^ruenze  numeriche,  e  ehe  si  fosse  rimasti  là  ove  ebbero 
teruíine  le  ricerclie  di  Eni.Eiio,  Gauss  e  Lecendue.  E  maggior- 
niente  si  confermerebbe  in  tale  sua  opinione  se  scorresse  la 
bibliografia    ehe  accompagna    la   memoria   clássica   di   Stiki.tjes, 


(')  In  parentisi  indico  rabbrcviiizioue  ehe  nseiò  ncl  citarc  Topera.  Cosi 
faro  nel  seguito. 
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nclla  (jualc  dojxj  i  nonii  di  Eui.ki;o,  LE(;E^DRK,  Lagrangk  e  Gal'ss, 
non  rilrova  clie  (jucfíli  allrl  di  S.  Smitii.  Bikrnatzki,  Mathiessen. 

Noii  è  dutu|ue  dei  liitto  strana  la  niaravigiia  da  ine  pro- 
vata  ncllo  scorgcre  un  giorno  a  jNizza  sul  banco  d'un  rivendi- 
tore  di  vecchie  stainpe  un  grosso  fascicolo  sul  quale  la  parola 
Conpuenze  hinomie  spiccava  a  grossi  caralleri.  L'intero  titolo 
(íPropiieílades  cernes  et  resolução  directa  das  Congruências  hino- 
mias,  por  Daniel  AugUSTO  DA  SlLVA»  confennò  la  mia  sor- 
presa,  non  avendo  mai  ritrovato  alcun  cenno  nè  sull'auiore  liè 
sulla  memoria  in  nessuno  dei  f.raltati  o  delle  memorie  da  me 
lette,  benohè  pur  da  una  rápida  scorsa  potesse  rilevarsi  essere 
questa  memoria  dei  matemático  portoghese  dei  piu  grande  in- 
teresse, ricca  di  formule  nuove,  di  nuove  dimostrazioni  e  ap- 
plicazioni  di  teoremi  classici.  II  fascicolo  in  parola,  stampato 
a  Lisbona  nel  1854,  dovette  appartenere  alleminente  geometra 
fraincese  Liouvhxe,  giacchè  sulla  prima  facciata  è  la  dedica  ma- 
noscritta  :  «A.  M.  Liouville,  hommage  de  lAuteur». 

L'interesse  in  me  destalo  dalla  leitura  di  questa  memoria 
mi  spinse  a  ricercare  maggiori  ragguagli  sul  suo  autore,  in- 
tuendo  clie  la  mente  che  si  manifestava  in  quelle  pagine  do- 
veva  aver  dato  alia  scienza  un  largo  contributo.  Ne  scrissi  ai 
Colonello  Alfredo  Schiappa  IMomeiro,  professore  ;i  Lisbona,  e 
questi,  con  cortesia  única  piu  clie  raia,  ricercò  e  mise  a  nua 
disposizione  la  maggior  parte  di  cio  cbe  porta  il  nome  di  Da 
Su.vA  (^).  Appresi  cosi  clie  Damel  Augusto  da  Silva  nacque  in 
Lisbona  il  IO  maggio  18!  i  e  che  nel  1829  entro  nella  com- 
pagnia  delle  guardie  mai'ine  creata  nel  1782  dal  Marchese  de 
Pombal,  percoiTendo  succcssivamente,  dal  1829  ai  1835.  1  Ac- 
cademia  Pieale  di  marina  fondata  nel  1779  e  trasformata  poi 
ncIPatluale  Scuoia  Politécnica,  e  rAccadcmia  Heale  delle  Guar- 
die-marine  creata  il  I".  aprile  1796  e  clie  dicde  luogo  in  áe- 
guito  alFaltuale  Scuoia  navale.  Xel  frattempo,  cioè  il  25  agosto 
1833,  íu  nomiuato  Guardiã  marina  e  pote  cosi  jiercorreic  la 
cari"iera  marittima,  lasciando  di  appartcncrvi  il  31  diccmbrc 
1868  col  grado  di  Capitano  di  Fregata. 

Dal  1836  erasi  iscritto  neirUniversita  di  Coimbra,  seguen- 
done  regolarmente  e  con  moita  iode  i  quattro  anni  di  corso.  11 
27  maggio  18  55  fu  nominato  Professore  nella  Scuoia  >'avale 
alia   quale  aveva  appartcnulo,   e  consei'vò   tale   cattedia   fino  ai 


(')  II  Prof.  OoMKs  Tkiseira  ha  pubblicato  nel  Boletim  da  Direcção 
Geral  de  Instrucção  Publica  (Lisboa,  1902,  t.  ij  un  cenno  riassuntivo  delia 
vita  e  deiropera  matemática  di  qiiesto  Geometra. 
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18f)5.  Eletto  sócio  corrispontlenle  delia  Reale  Accademia  delle 
Scien/c  di  Lisbona  il  19  giiig^no  1H50,  passo  sooio  eílcttivo  il 
27  gennaio  1852.  Tradusse  ed  aiiiiotò  da  piima  le  a  Recordações 
do  anno  de  1842»  dei  Priíuipc  Licknoavsky,  che  publico  nel 
Í844  (Lisboa,  Imprensa  Nacional;  e  scrisse  poi  una  ricca  serie 
di  memorie  ('),  fra  le  quali  sono  soprattulo  notevoli  la  aMe- 
moiie  sobre  a  rotação  das  forças  em  torno  dos  po7itos  de  ap- 
p/icaçãoiD  (in  folio,  inscrita  nel  t.  ni,  parte  P  serie  2*  delle 
Memorie  delia  Reale  Accademia  di  Lisbona),  ove,  sviluppando 
le  teorie  creale  da  iMíinius  e  da  .AIinding,  ottenne  nuovi  e  no- 
tevoli risullati,  ad  alcuni  dei  (piali  giunse  vcnlicinquc  anni 
dopo  il  Daiuíoux  ignorando  le  ricerche  di  Da  Su.va,  e  la  me- 
moria clie  ba  per  tilolo  a  Da  transformação  e  redução  dos  bi- 
nários^ (in-folio,  inserita  nel  t.  ni,  parte  2^  serie  2*  delia 
stessa  raccolta).  Delia  memoria  sulle  congruenze  l)inomie  che 
forma  Toggetlo  delia  presente  nota  scrisse  solo  alcuni  capitoli 
giaccbè  in  quel  lasso  di  tempo,  1852,  fu  assalilo  da  grave  in- 
fermita  cbe  concedendogli  brevi  soste,  ma  sempre  piíi  aggra- 
vandosi,  lo  tolse  di  vita  il  G  ottobre  1878,  dopo  cbe  da  oltre 
venti  anni  lo  aveva  quasi  completamente  tolto  alia  scienza. 

Non  è  mio  intendimento  Tesaminare,  sia  pur  sommaria- 
mente,  lintera  opera  niatematica  di  Da  Sn.vA,  ma  solo  di  dare 
uno  sguardo  alie  sue  ricerche  sulle  Congruenze  binomie,  ri- 
cerche quasi  sconosciute  od  a  torto  neglette,  per  quanto  in 
esse  siano  dei  risultati  preziosi,  alcuni  dei  quali  mancano  anclie 
nellc  memorie  piíi  i"ecenti  cd  alcuni  furono  piú  tardi  riienuti 
nuovi  cjuando  furono  inconti'ali  da  altri  sUidiosi,  quali  ad 
escmpio  i  metodi  di  lisolu/ionc  dei  sistemi  di  congrucnze  che 
Stiellies  attribuisce  esckisivamcnte  ad  S.  S>utii  (1'hilosophical 
Transactions  for  18(ií,  vol.   I5Í). 

K  nolo  che  un  luimero  a  dicesi  conti^ruo  i'on  zcio  1'ispello  ad 
un  modulo  p  se  c  divisible  per  ^;,  e  che  i  duc  luimeii  a  e  h  sono 
congiui  rispetto  ai  modulo  p  se  la  loro  dillerenza  è  un  múltiplo 
di  p.  Usando  la  notazione  introdotta  da  Galss  scrivcremo  nei 
duc  casi, 

a  =  O  {mod  p),     a  ^  b  [mod  p) , 

e  conserverenio  questa   notazione   anzichè   quella  usata  dal   Da 
Sn. VA, 

a^OMp,     a  =  bMp. 


(')  Per  una  bibliopriífia  «loçli  scritfi  di  D.  A.  da  Sit.va  vofjgasi  Rodoi-phe 
GuiMARÃKts,  Les  MaíhcmaliijHcs  cn  1'ortugal  au  six  siccle.  Coimbre,  1900. 
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Dalla  definizione  segue  naturalmente  che  tulli  gli  interi  con- 
grui  con  un  intero  b  rispetlo  ad  un  modulo  j)^[ò<^p),  sono 
contenuti  nell  espressione 

n/j  +  ò,     (n  =  0,  ±1,  ±2,...) 

La  totalitli  di  questi  interi  forma  una  classe  Q  di  risidui  di 
modulo  p,  e  comprende  tutti  quegli  interi  che  divisi  per  p 
danno  ò  per  resto.  Le  p  classi  Cq,  Ci,  Ca,  ....  Cp_i  íormano 
un  sistema  completo  di  classi  di  residui  di  modulo  p. 

Un  numero  qualunque  +  n  può  avere  infiniti  residui  ri- 
spetto  ai  modulo  ^^;  diciamo  resíduo  mínimo  il  piu  piccolo  di 
essi. 

Dalle  identità 

(np  +  ^)  i  {}np  +  c)  =  {n  +  vi)  /J  +  (^  i  í")  , 
{np  -[-  h)  {mp  -}-<:)  =  {nmp  -\-nc-\-  mb)p  -[-  bc  , 

risulta  evidentemente, 

Q  ±  Q  =  Q+, ,     Cft  C,  =  Cftc,  ecc. 

Cosi  puré  se  esiste  la  relazione 

C6  =  C,C,,     (C^Co) 

diciamo  che  C^  è  il  quoziente  di  C;,  per  C,.  La  condizione  di 
esistenza  di  tale  quoziente  ò  evidentemente  idêntica  alia  con- 
dizione di  esistenza  delia  soluzione  x  delTequazione  cx-\-lp^=b, 
soluzione  che  per  b  c  c  interi  arhitrari,  e  per  c  non  divisibiic 
per  p,  esiste  sempre  che  vicn  vei^ificata  la  condizione,  neces- 
sária e  sufficiente,  di  essei'e  p  un  numero  primo. 

Possiamo  in  particolare  notare  che  le  classi  di  residui  ri- 
spetlo ad  un  modulo  primo  possono  esscr  combinale  mediante 
le  opcrazioni  razionali  deli' Álgebra,  e  che  ogni  risultato  è  csso 
stesso  una  classe  di  residui. 

II  teorema  fondamentale  nella  risoluzione  delle  Congruenze 
è  devuto  a  Laguangk,  e  litrovasi  nella  memoria:  aNouvelles 
methoíles  pour  resoudre  les  problcmes  indetermines  en  nombres  en- 
tiersr),  (Oeuvres,  t.  ii):  una  congruenza 

«1  ;c"'  +  «2  a--"'"*  4-  «3  ít-'"-2  +  ...-}-  rt,„  =  O  (modp) 

di  grado  tu,  il  cui  modulo  p  è  primo  assoluto  ed  é  primo  col 
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cocfficiente  n,  non  ha  piu  di  /«  radiei.  Da  Silva  da  una  ele- 
gante diniostrazione  <li  (|uesto  teorema,  diinostra/.idne  tanto  piCi 
notevole  in  quanto  clie  diílVrisce  íialle  nunicrose  che  íurpno 
date  e  che  si  basano  sull'analoí^a  proprietà  delle  equazioni,  e 
passa  poi  a  stabilive  úna  celebie  formula  per  primo  trovata  da 
Eui.Kiio,  iiiserita  ncl  t,  xvni  dei  Nuvi  Connncntari  Academiae 
Scicnliarum  Imperialis  Petropolitanae  (*),  {Nov.  Acad.  Scien. 
Petr.),  fondamentalc  nella  teoria  dei  numeri,  che  simbolica- 
mente si  scrive  usando  il  simhoJo  cjj  introdotto  da  Gacss  (-) 


o  mefflio 


(!')       ^i>(ji)  =  a''--lò'^-^c^'^...(a-i){ô-í)(c-  1), 


Questa  formula  dà  per  (jualunque  valore  di  n  il  numero  di 
interi  minoi'i  di  ?í  e  primi  con  esso ;  sono  a,/j,c,...,  i  fattori 
primi  di  n{n  =  a'J  b}  c'^  .  .  .  .).  Eui.kuo  stesso  dà  con  questo  suo 
teorema  una  dimostrazione  elegante  e  gcnerale  che  Seiuikt  lú- 
porta  nel  vol.  n  dei  suo  uTraité  d' Algtbre  superieure)-)  \  ma, 
o  non  losse  tal  dimostrazione  ritenuta  sufficente  dalTautore, 
o  alio  scopo  di  mostrare  non  essere  difficile  cosa  darne  altre 
dimostrazioni,  Kli.kho  nc  inserisce  due  nuove  in  Acta  Aca- 
demiae Scientiarum  Impería/is  Petropolitanae  pel  1780  (Act.  Acad, 
Scie.  Petrop.),  parte  2.*  che  però  non  hanno  i  meriti  delia 
prima  giacchè  una  troppo  induttiva  e  laltra  non  è,  come  Tau- 
torc  osserva,  che  lo  sviluppo  delle  operazioni  da  eseguirsi  per 
ottcnei"e  il  valore  di  '|"(7i).  Qiu*st'ultima  dimostrazione  fu  og- 
getto  di  critica  da  parte  di  Poinsot  il  quale  osservò  {Ref. 
T/ieo.  Nom.)  che  essa  manca  di  rigore.  Egli  ne  pose  anzi  in 
evidenza  i  difetti  alio  scopo  di  evitarli  in  una  nuova  dimo- 
strazione, ma  entro  egli  stesso  in  una  cosi  lunga  serie  di  in- 
du/ioni  da  far  si  che  non   sia  facile  scorgere  se  egli  sia  giunto 


(')  O  uflla  memoria  «Thenrcmnta  nrif/nnetica  nova  meihodo  demonstrata, 
■ — i)ubljlk"ata  iici  1751)  c  contenuta  a  pap;.  U74  dei  t  i  di  Leonardi  Euleri 
CoinincntaHones  ant/imcficac  coUcctae.  —  Pctropoli,  181!*. 

(')  Werke,  t.  i,  pair.  30.  —  Eui.kuo,  Ada  Acad.  Petrop.,  t.  iv,  ii,  pag.  18 
(1780)  aveva  proposto  il  símbolo  -.  Da  Sii.va  usa  il  símbolo  'fN.  ma  iioi 
preferiamo  scrivere  quello  di  Gai.ss,  come  quello  clie  è  comunemente  usato. 
Del  resto  le  nostre  notazioni  dífferiramio  molto  spesso  da  quelle  dei  mate- 
mático portoghese. 
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ad  una  clliuoslrazioiíe  piíi  ligorosa  c  piu  soiiiplice  di  queila  da 
lui  crilicala. 

Gauss  a  sua  volta  in  Dfsfjuisiliones  Ai  ithmelicue  (Dis.  Ar.), 
Biunswich  1801,  pigli<>  in  esauie  la  prcdella  íbrnuila  conside- 
rando 11  caso  paiticolare  nei  qu:ilc  n  è  potenza  d'un  numero 
primo  e  giunse  ad  un'esprcssione  generala  delia  cjuale  piú 
tardi  faro  cenno;  ma  la  sua  dimoslrazione,  molto  ingegnosa,  è 
però  meno  semplice  di  queila  di  Poi>sot.  Anclie  Legendre, 
Thiorie  f/es  nombres,  (Théo.  No.,  ii,  pag.  Gõ,  3^  ediz.,  1830j, 
come  gih  fece  Kulero  nella  dimostrazione  crilicala  da  Poinsot, 
considero  la  forma  speciale  dello  sviluppo  di  (j>  (n),  proponendo 
una  formula  che  delermina  quanti  numeri  si  hanno  ÍVa  Vuno 
ed  un  dalo  limite  abbastanza  grande,  formula  che  piíi  lardi 
diede  luogo  ad  inleressanti  ricerche  di  LEjEU.NE-Dinicui.ET  che 
in  una  nelle  sue  memoire  conlenule  nel  t.  xvui  dei  Giornale  di 
Çrelle  annunciò  di  aver  traltalo  le  queslioni  di  tal  genere  con 
rigoroso  mclodo  analilico.  lígli  infalti  era  giunto  a  dimoslrare 
con  una  brillanle  analisi  ihe  «ogni  progrcssionc  per  dilVe- 
renza  il  cui  piimo  termine  e  la  lagione  sono  primi  lia  loro, 
conliene  una  inlinita  di  numei'i  primi»,  il  che  in  allre  parole 
equivale  ai  dire  die  la  formula  ax-\-h,  dove  a  c  b  non  hanno 
divisoii  comuni,  conliene  un'infinità  di  numeri  primi.  J.  A. 
Sefuiet  nella  sua  uNole  sur  un  lluoreme  de  la  ihèorie  des  nombres 
(Journal  de  Matliémaliques,  xvii,  1852)  scrvendosi  dei  prece- 
dente teorema  moslri»  nello  stesso  anno  nel  quale  la  memoria 
di  Da  Silva  fu  presentata  alTAccademia  porloghese  che  «se  n 
è  un  numero  intero  qualunquc,  ciascuna  delle  oito  relazioni 
8n-|-/'.  \'ln-\-h,  {h=--\,  3,  5,  1)  conliene  un  numero  primo 
maggioi'e  di  n»,  ossia,  in  altri  termini,  che  ciascuna  di  queste 
ollo  relazioni  conliene  uniníinilii  di  numeri  primi.  iVella  slessa 
época  (1852)  Tchebvchefe  pubblicava  nel  t.  xvn  dei  Journal 
de  Maihémaliques  una  memoria  aSur  la  tolnlití  des  nombres 
premieis  infirieurs  à  une  limite  don/ií'ey>,  che  fin  dal  1848  era 
slala  pi'esentala  airAccademia  di  Pietroburgo,  nella  quale  di- 
mostrava  : 

l**  che  se  ^{x)  rappresenla  la  lolalili»  dei  numeri  primi  infe- 
riori  ad  x  cd  n  e  p  rappresenlano  rispetlivamente  un  inlero 
qualunque  ed  una  quantità  maggiore  di  zei'o,  la  somma 


■  =  00/  ;     .  .í  (         \ 


1      \    log"  X 


godé  delia  proprictii  di  accoslaisi  ad  un  limite  fiiiilo  col  con- 
verge re  di  p  a  zero ;  £ 
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2°  clie  fra  i  limiti  £C^2   e  x^o:    la  fiinzlonc  '\)  (n)  soddisfa 


una  iníinitii  di  volte  alie  due  diseguaglian/.e 


dx  ax  ,  ,  ,        I      « 

W^x  log"íC    '        ^^    ''  f       lo 


dx  ax 


íííc        los:"íc 


per  quanto  piccolo  sia  il  valore  di  a  supposto  positivo  e  per 
quanto  grande  sia  ai  tempo  stesso  il  numero  n\ 

X 

3"  che  Tespressione  -, — ^ Ioga;,  pei'  a;=  oc  non  può  avere 

Cp  (íc)  ' 

un  limite  diverso  dalla  quantila  —  I  ; 

4°  che  ^{x)  può  rappresentaisi  algebricamente  con  appros- 

X 

simazionc  data    da  quantitk    delTordinc   -; inclusivamente 

^  log^íc 

mediante   le    fun/.ioni   x,  Ioga?,  e*,  ed  allora   essa  si  esprimerà 

mediante  la  formula 

X  íx  \.2.x  1.2.3...  (n—l)a; 


Ioga;        log'^a;        log^o;       **"  log"a: 

Da    qucsto    teorema   deduciamo  facilmente  che  se  ^  (x)  può 

,  ,                   .            X 
esprimersi  algebricamente  fino  alie  quanlita  dellordine  -; , 

X  .  ,  .  .  '°&^ 

- — ; — ,...   inclusivamente,  essa  dovra  esprimersi  nelle   foi'me 
log-  X 

^  ^  í  .X  X  \ .X        í  .2 .  X 


\ogx  '   logíP        log-oj  '    Ioga;        log'^a;        log^a; 
e  di  piú,  siccome  queste  som  me  non  sono  che  i  successivi  va- 


i      dx 

'     I    -j ,  íiia 


lori  deirintcgrale    |    -; ,  siamo  in  diritto  di  concluderc  che 


in    ogMuna    di    lali    ipotesi    qucsto   inlcgralc    esprimc   '-Jj  (a;)  con 

approssimazione  che  va  fino  alia  quantità  dclTordine  pel  quale 

esso  ])uò  ancora  esprimersi  algebi'icamcnte  mediante  x,  Ioga;,  e'. 

Cos\,  mediante  le  tavole  dei  nunieri  priun  che   attualmente 


(fx 
possediamo,  possiamo  convinccrci  che  la  fornia    1 per  x 


d 

- — 


inolto   grande   esprimc   con   sufficente   approssimazione   quanti 
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sono  i  numcri  primi  infcriori  ai  numero  x.  Quesla  formula  ha 
moita  superiorità  su  quella  di  Legendrk 

'^(x)  =  x/{\ogx-  1,08366), 

e  suUe  altre  analoghe  e  mostra  una  volta  di  piu  la  fallacita 
delTassioma  di  Bertrano  (*)  che  vuole  che  a  pai-iii-e  de  £C>  3 
si  abbia  sempre  un  numero  primo  magf^iore  di  cc  e  minore 
di  2(íc-l). 

La  dimostrazione  che  Lege.ndre  (/oc.  cit.J  fece  seguire  a 
quelle  di  Poinsot  e  Gauss  presuppone  nel  lettore  la  eonoscenza 
di  sviluppi  che  il  testo  non  contiene,  difetto  questo  nel  quale 
cadde  anche  F.  S.  MAnGiociii  nella  dimostra/ione  che  dà  di 
questo  teoi'ema  nelle  sue  Jnstituirôes  Malhemolicns. 

Da  Sh.va  si  propone  di  dare,  non  gia  una  dimostiazione  di- 
reita dei  teorema  (1),  ma  di  stabilire  una  formula  simbólica 
che  dia  quella  dimostiazione  come  caso  pariicolare. 

Indichi  S  una  serie  qualunque  di  numcri,  che  inlendiamo 
riunili  e  non  sommati,  potendo  alcuni  esser  negativi  senza 
perciò  dar  luogo  a  riduzione  alcuna,  e  indichi  S(íz)  Tinsieme 
dei  termini  di  tal  serie  che  godono  di  una  certa  proprieta 
ff,  S(^),  S(^r),  S{ahc),...  Tinsieme  dei  termini  delia  serie 
che  godono  delia  proprielà  />,  o  delle  propiicta  b  e  c.  o  delle 
proprieta  a,  b,  e  c  simultaneamente,  ecc. :  sia  ancora  S(^),  Tin- 
sieme  dei  termini  di  S  (ô)  che  godono  delia  propiietii  c,  e  cosi 
via.  Evidentemente  date  qucsle  relazioni  è 

S(a)6  =  S(a^),     S{a)tc  =  S{ab)c=S{aljc),  evc. 

In  modo  análogo  rappresenti  (a)  S  quel  gruppo  di  termini 
di  S  che  sono  privi  delia  proprielà  a:  {ab)S  quel  gruppo  di 
termini  di  S  che  son  privi  delia  proprieta  a  e  delia  proprieta 
b\  (^)a  S  quel  gruppo  di  termini  di  («)  S  che  mancano  delia 
proprieta  b\  ecc.  Se  i  termiui  di  S',  ad  esemy)i(),  risullano  dalla 
soppressione  dei  termini  dei  gruppi  S",  S'",  ecc.  i  quali  si 
compongono  dei  gruppi  S'^ ,  S\  ecc,  cioè  se 

SI  =  S'i  -f  S"i  4- ...  -  S'^'  -  S^'  -  ...  , 

è  chiaro  che  sarii 

S«  {a)  =  S"  (a)  +  S'"  («)  +  ..._  S'^'  (a)  -  S^'  (a)-.,. 


(•)  Journal  de  VEcole  Polytechniquff  xxx  cah. 


Premesse  queste  noia/.ioni  evidentemente  è 

{a)S=^S-S{a)  =  S[i-{a)], 

d(ne    la  lettcia  a    ha  sempre  il   signiílcato   simbólico  predetto. 
Da  (|uesta  eguaglianza  deduciamo,  > 

{ba)S  =  {b%,S  =  [í-{a)][í-(ò)] 
(2)  {c/>u)  S  =  (r),,  S  ^  S  [  l  -  (a)]  [  l  -  (ò)]  [1  -  (r)] , 

e  eioò  in  genei-ale  (*) 

{...cha)S  =  S[l-{a)]{i-iò)][\-(c)]... 

Qucsla  formula  simbólica  da  non  solo  Tinsieme  dei  ler- 
mini  dei  cjuali  si  compone  il  simbolo  ai  primo  membio  ma 
anche  la  somma  di  essi  se  ncl  secondo  membro  si  aflellua  la 
somma  aly^ebrica  dei  valoii  S('«),  S(^),...  clie  entrano  nello 
sviluppo.  Si  ti-asforma  jioi  liicilmente  in  una  elegante  espres- 
sione  clie  da  la  somma  di  tutli  i  numei*i  minori  di  n  e  primi 
con  esso.  (lonsidcriamo  infalti  il  secondo  membio  delia  (2) 
(piale  sonnna  algébrica  ilcllc  cspressioni  simboliclie  clie  lo  coiíi- 
pongono,  c(l  esprimiamo  il  valoie  di  esse:  è, 

S(l)  =  l+2  +  3-|-...  +  «  =  y''^"+^^' 
S  (a)  -  S  (A)  =  A  +  2A  +  3A  +  .  .  .  +  X''-  B?  d  .  . . 

avendo  supposto 

71  =  v' lih:^ . . . , 

ed  A,  R,  C,  .  .  .  primi  fra  loro. 
Similmente 

S(A)  =  {»(^+>) SM  =  l,.(^^+l),...ecc. 


í')  Una  dimostrazione  di  questa  formola  simbólica  fu  data  nel  18Õ7  da 
F.  HoKTA  iifcgli  Annaes  de  Scieitcias,  An.  i,  pag.  70õ. 


Per    avcrc    il    valore    ehe    rercliianif)    sommianio    nicinl)ro    a 
membro  i  valori  di  tutti    i   siinboli   clie   entrano   in  (2j  e  riu- 
niamo  le  due  somnie.   La   prima  di  r(ue.ste   si  otterra  evidente- 
mente sostituendo  71  ad  S,  e  —  ,  -—,...   ad  a,  b,  .  .  .   {i  molli- 
I  A      B 

plicando  per    „   /'  il  risultato.  Si  avrit, 

T"-"('~T)('--B-)---=y"-*w- 

I  secondi  termini  dei  binomi  soslituiti  in  (2)  danno  il  risul- 
tato stesso  che  si  avrebbe  supponendo 

S(l)  =  S(a)  =  Sr^)=....  =  S(«^)  =  S(ac)  =  ...  =  -í-n, 

per  cui  è, 

i-n(i-()(i-i)...=o.  ; 

Se  danque  indichiamo  con  E/i   Ia   somma  di  tutti    i  numeri 
ininori  di  n  e  primi  eon  esso,  è 

(3)  i/i  =  4-^-'H^). 


Per  n  primo,  essendo  allora  •^(n)  =  n — 1,  si  avrà, 


come  dallra  parte  è  evidente,  «^iacchè  '  '  ■      '      " 

(í)  Sn=l+2-f3  +  . ..  +  («-!). 

Se  n  ammette  un  fattore  dispari  maggiore  di  1,  la  fun* 
zione  '^  (ra)  stessa  ci  mostra  che  essa  è  divisibile  per  2,  e  dun- 
que  la  (3)  mostra  che  — /i  è  múltiplo  tli  n.  Análoga  conclusione 
si  ha  se  w  =  2'^,  (a>  1).  Dunquc  In  è  sempre  múltiplo  di  n 
eccetto  che  per  «  =  1  ed  w  —  2. 

Se  poi  innalziamo  a  potenza  m  ciascuno  dei  terjnini  di  (4)  e 
VoL.  IV  —  N."  3  4 
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ne  indicliiamo  con  S,„n  la  soinnia,  è,  (') 

(4')       V  „n  ^  1'"  +  2'"  +  3'»  ^;- . . .  +  {n  -  1)'"  -  ".^""Z,^^,  F  ^ 

indicando   con  F    un  polinómio  di  j,M'ado  (m— 1)   a  coefficenli 
inlcri;  se  n  è  primo  c 

S„j  7í  —  O  (woí/  n) , 
e  se  è  m  —  p —  1,  è  pcl  Icorema  di  Fkumat 

S,„«  =  1  -r  1  +  .  .  .  -h  1  =  />  —  1  {modp) . 

Potrebbe  obiettarsi  che  la  fornmia  (3)  è  implicitamente  con- 
tenuta  in  quclla  data  da  Binkt  (Compies- Reiu/ux  de  TAc.  d. 
Scien.  de  Paris,  t.  xxxii,  n."  26),  per  la  determinazione  delle 
potenze  ii""'  dei  numcii  minori  di  n  c  pi'imi  con  esso;  ma  si 
osservi  daltia  pailc  clic  Ia  lormula  di  Bi.m:t  piiò  esser  dedolta 
dália  (2)  sosiituendo  in  questa  ai  diversi  simboli  S(a),  S[ò),... 
]e  corrispondcnvi  somme  di  potcnze  dei  numciú  naturali  espresse 
mediante  i  mimeii  IJ|,  Bo,  B3,  .  .  .  cbe  «ab  inventore  lacobo 
Bernouilli  vocari  solent  Bernouilliani  (^)y) .  Una  qnalunque  di  tali 
somme,  ad  esempio  1'"  + 2"  f  3'" -|- . .  .  +  n'"  è  data  dalla  serie 

'^  ^    \    . [in  -r  -1 )'"  -  1  I  B,  +  m  [{n  -f  1 )"- «  _  T  Ba  +  •  •  • 

m-\-  \ 

od  ancbc  mej^lio  dalla  lormola  (^) 

'  «'»  B 1  +  m /i'» - 1  Bá  -\-  -^ n»'-3  B4  -{-... 


w+ I    '  '  '  '  3  ! 

nella  quale  è  da  soppiimersi  il  termine  afletto  da  íi*""'",  giac- 
iliè  nella  serie  dalla  quale  esso  risulta  è  x^  ^  \   per  x  =  0. 


(')  Per  una  dimostrazionc  di  questa  formula  vcggasi  E.Lucas,  Thcorie 
des  Nombres,  pag.  235  e  *244,  ed  anche  P.  Apki.l,  —  Sur  les  polynomes  qui 
exprimcnt  la  somme  des  piiissaiices  p  —  Umes  des  n  premiers  nombres  entiers. 
—  Nouvellcs  Anual  es,  1S87,  pag.  315. 

(-)  Kli.kko,  —  Cale.  DilFer.  t.  ir,  §  122.  Egli  li  indica  enn  B|,Bj,B5,. .  .•, 
la  notazione  qui  usata  è  quella  di  Binkt  (Joiíni.  de  Kcole  Polyt.  183Í*.  t.  xvi, 
cali.  27,  pag  210).  e  da  Ohm. 

(^)  Ctr,  ad  CS.  Kh.vmt,  Eláncnlis  d' Arithmétiqnc  Universcllc^  §§  597  e  598, 


Il9 


Per  (ledurro  dalla  ('2^  Ir  loniiule  ^^ciicrali  (I)  o  (V)  indi- 
cliiamo  coii  '^(...cha)S  il  nunuTo  di  tennini  conlenuti  in 
(...cba)S,  e  se  alia  caralteristica  'Z>  diamo  sij,niiricato  análogo 
tanto  se  è  applicala  alie  serie  additive  clie  a  quelle  sottrative, 
è  evidentemente 

(5)  '^(...r/v«)S  =  '^S'l-(a)][t-(^)]... 

Notianio  ora  che  se  la  serie  S  fosse  quella  dei  nuniei'i  natu- 
rali,  sarebbe, 

\ ,  2 ,  Z , .  .  . ,  n  —  a^-  Ij^  c    . .  .  (a ,  ò ,  c .  .  .  primi  fra  loro) 

e  se  con  A,  B,  C,  .  .  .  indichiamo  la  divisíbilit!»   di   un  termine 
di  tal  seiie  per  a,  o  per  ò,  o  per  c,  .  .  .  abbiamo, 

S(A)  =  S(a),     S(B)  =  S  (/-),...,     S{Mi)  =  S{aò),... 
S(ABC)  =  S(«^í>),.  ..,     (.  ..CIiA)S  =  (...cÃa)S, 

cd  anehe 

c?S(«)  =  -,     '^S(^)  =  -^,..., 
'     ^  '        a         '  o 

fi 

'iS  {ab)  =  -     ,      'Y  ( .  .  .  cba)  S  =-- '{;  {n)  , 

per  cui  la  (5)  si  cambia  nellaltra 

i,(n)  =  „(l^l)(l -!)(,- 
-a^^~'^?-'c'"'..  .(a-\){b-  \){c-\),.. 


che  è  appunto  la  formula  di  Euleuo. 

Evidentemente  per  n  =  a'J-  è  ']>(?*)  =  «'-'"*(«  —  1),  e  se  ?i  è  primo 
assoluto  è  ■^^{n)  =  n — 1. 

Dcduciamo  súbito  quale  corollario  dei  teorema  di  Eulero  che 
se  p,  q  sono  numeri  primi  fra  loro,  è  (*), 


O  Cfr,  Dedekind,  Giornale  di  Crelle,  t.  nv,  pag.  21, 
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c  in  generale  se  p,  y,  /,.  .    w  sono  niiiiu-ri  piinii  fra  l<iro, 

'^  {p.q.r...  w)  --^  '}  {p).'}^  (r .  .9 .  . .  ?<;)  =  ...:-'>  {p)  . '{;  (<7)  .  '^  (r)  ...  6  (it^), 

loriniila  clic  coincide  con  qiiclla  alia  qualc  c  í^iiiiito  Gai-ss  nel- 
lipotesi  paiticolare  ^ia  acceniiata  di  cssere  nella  (^1')  il  numero 
71  potenza  diin  numero  primo,  e  in  particolare 

'];  {a''- .  ^? .  f' .  .  . )  =  cjí  {a'') .  '>  (Z-t^) .  ']>  (c^) .  .  . 

La  (4')  permette  una  g^eneralizzazione,  e  cioè 

Y.ai^{f)  í-ía.)  =  n—\  {modp) ,     (2"  =  1 ,  2 ,  3 ,  .  .  . ) 

nella  qualc  ^  è  un  numero  quahuujuc  loimalo  di  n  laltori  primi 
ira  loio  (^  =  «1  .tfa.r/a .  .  .).  Questa  cspressione  è  tanlo  piu  ri- 
marclievolc  in  quanlo  clie  basla  fai'vi  p=^ay.a2  jjcrcliè  non 
solo  ammcUa  come  caso  parucolare  ma  anche  dimostri  la  ce- 
lebre íbrnmla  data  da  Kuuuo  a  pag;.  15  dei  t.  viii  di  ISova  Jct. 
Acad.  Scien.  Petrop., 

«•^(/')  -1=0  {modp) , 

{p  primo  con  a)  clie   è  gencraliz/.a/.ione   dei   ben  noto  teorema 

rtP-l_  1  =0{modp^  , 

lormulato  da  Kkrmat,  scnza  dimoslrazionc,  Í!\  una  letlcra  dalala 
18  ollobrc  ICiO  (rindiíizzo  vi  manca)  [^)  e  clic  è  riporlato  a 
pag.  1G2  delia  n Pearia  Opera  Mathcmalica  D.  Pelri  de  Fennat^'. 
i<Og;ni  numero  primo  misui"a  iiilallibilmcntc  una  delle  potenze, 
—  1,  di  qualchc  j)r()i;rcssionc  (pialuiupic  (ciot  i^comelriva)  e  Te- 
sponcnle  tlclla  delia  potenza  c  soitoiíuilliplo  dcl  numero  primo 
dato,  mcno   1 » . 

'  Come  prima  bo  nolato  incidenlalmente,  Ellero  ricercí»  una 
dimoslrazionc  di  (piesto  teorema,  nclla  icrma  crcilttiza  di  non 
avci'    in    cií)    avulo    j)rcdecessori,    inlVultuosamenle    da    prima, 


(')  I\  'Paxnkkv  c  C'11.  lIiNiiT  voí^lioiío  flio  qiu'st.i  Icltoia  si;i  iiulirizzata 
a  FmcNici.K. 
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come  rilevasi  da  una  cli  liii  osservazione  insei'ita  a  pag.  106 
dei  t.  VI  dei  Nov.  Acad.  Scien.  Petr.,  e  coii  bel  successo 
dopo,  riconendo  ad  im  método  indiittivo  abhaslanza  semplice. 
Questa  dimostrazione,  che  è  nel  t.  viii  delia  laccolla  suddelta, 
fu  a  breve  distanza  seguita  da  una  nuova  dimostrazione  dello 
stesso  autore,  ancor  piíi  semplice  delia  prima.  L'interesse  posto 
da  Ellkuo  a  dimostrare  e  genei"alizzare  la  formula  di  Fkumat  è 
se^no  certo  dei  g^rande  valore  che  ragionevolmente  le  attri- 
buiva,  e  che  tale  interesse  non  fosse  a  lui  solo  limitalo  lo  con- 
fermano  le  felici  rictrche  di  nuove  dimoslrazioni  da  parte  di 
Lambeht  [Nova  Jcta  Eruditorvm,  1769),  di  Lagrange  (Nouv. 
Mcm.  Berlino,  1771,  —  Oeuvres,  t.  ni,  i25),  di  í.api.ace  (Traité 
(lu  Calcul  Difffrenl.,  t.  ni,  722),  di  Dmuchlkt  [Giorn.  di  Crelle, 
t.  ui,  392). 

Dato  il  grande  valore  delle  ricerche  di  questi  matematici 
è  da  ammirare  Da  Sh.va  che  si  accinge  a  dare  egli  stesso  una 
nuova  dimosti"azione,  con  lo  stabilire  da  principio  una  elegante 
relazione  che  dimostra  e  dalla  ({uaie  può  dediirre  i  teoremi  di 
Fermat  e  di  Euleko  nonchè  una  ricca  serie  di  formule  partico- 
lari  che  imj)licitamente  contengono  quelle  delle  quali  Poinsot 
si  serve  a  pag.  32  delle  Ref.  Thro.  Nom.  nella  sua  dimostra- 
zione dei  teorema  di  Kuleiio.  A  sua  confessione  Da  Sii.va  non 
conosceva  che  le  dimostrazioni  dei  teoi'cma  di  Fermat  date  da 
Eui.Euo  e  (íalss,  per  cui  la  sua  dimostrazione  appare  impron- 
tala  alia  maggiore  oiiginalità,  cio  che  forse  non  sarebbe  av- 
venuto  se  gli  fossero  state  note  anche  le  altre  dimostrazioni, 
giacchè  forse  non  sarebbe  riuscito  a  superare  Tinfluenza  che 
esse  avrebber.>  eserfitato  su  di  lui. 

*     * 

Non  fra  i  punli  piú  impoitanli  trattati  dal  Da  Silva,  ma 
rimarchevole  per  Tingcgnosa  semplicitii  è  la  risoluzione  diretta 
delle  congi'uenze  linear!  ad  una  e  juu  incognitc,  e  jiiíi  parlico- 
larmenle  delia  congruenza 

(6)  ax^^c  {inod  h)  , 

o  dcircípiivalcntc  cípiazionc  indclerminala 

(6')  ax  -\-ljy:^c, 

deve  X  e  y  sono  luiincri  inlcri,  la  cui  risoluzione  è  da  Legeindhe 
(Addidoru  a  CAlgibrc  d' liuler)  livendicala  a  Baciiei  de  iMEznuAn, 
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nella  cui  opera  aPioi/rmes  plaisanles  cl  dilectables  qui  se  font 
par  les  nombrcxi)  apparve  per  Ia  prima  volta.  La  risolu/ione 
clie  ne  diede  Eui.eho,  clie  è  nel  l.  vii  dei  ISov.  Acad.  Scie.  Pefr. 
per  quanto  piu  breve  e  razionale,  si  approssima  niolto  a  quella 
di  Bachkt,  ma  si  ha  ragione  di  rilenere  ehe  egli  ignorasse  l'esi- 
slenza  di  essa.  Tal  soliizione  è  quella  chc  litrovasi  in  quasi 
tutti  gli  ordinari  Iraltati  solto  il  nome  di  método  degli  indeter- 
minati.  Piíi  lardi  Lagrangi;  (Sto/ia  dcirAccadeinia  di  Berlino, 
ITdT,  pag.  175)  pote  notare  ehe  le  operazioni  ehe  servirono  ad 
EuLERO   eoincidono    eou    quelle   alie  (juali    si    rieorre  per  solilo 

nella   determinazione  delle  ridotte   delia  frazione  -y- ( o  — ),  e 

pote  mostrare  ehe  la  penúltima  ridolla  -—  di  -—  da  appunlo  la 

soluzione  delTequazione  ax  —  %  =  i  !•  Pote  allora  niolto  facil- 
mente concluderne  la  soluzione  di  ax  —  by  =  úl<^' 

Poi^soT  (Op.  cit.)  da  duo  soluzioni  delia  congruenza  aa;  =  1 
(modo),  rimarchevoli  soprattuto  per  le  numerose  illustrazioni 
geometriehe  dalle  quali  sono  arcom])agnate;  ma  spogliate  di 
queste,  la  prima  soluzione  riducesi  ad  una  suocessiva  verifi- 
eazione,  e  la  seconda  piíi  ehe  altro  è  un'utile  ^esercitazione 
analiliea  ehe  guida  a  fornnile  generali.  Fra  lutte  è  forse  piu 
pregevolc,  perche  piu  rigorosa  e  diretta,  Ia  soluzione  ehe  è  a 
pag.  199  delia  T/iio.  No.  di  Le(;em)iuv  (8"  ediz.),  cd  è  quella 
stessa,  salvo  qualche  niodificazione,  alia  quale  giunge  Da  Silva 
nella  Ibrmula 

X  =  ca^^^-^>  +  zb . 

II  método  è  però  bcn  esteso  dal  geomelra  portogliese  alia 
risoluzione  delPequazione  (6'),  dove  s'intcndono  a  c  b  primi  lin 
loro,  nella  quale,  supposto  senza  nuocere  alia  generalitii,  a  e  b 
posilivi,  per  il  ehe  basta  scrivere  Tequazione  solto  la  forma 

a{±x)-\-b(±y)'-^c, 
si  ha, 

1  —  «'■J''«') 
7 


I  1    tfT'"' 

±x-^  fa^C—i)  -\-zb,     ±y  =  c , za  , 


formule  ehe   nelle   applica/.ioui    pi'aliclie    convieiíe    meglio    scri- 
vere 

±X  =  c  [fl^l''-*)]  -\-zb,      ±y  =  c -^ '  -  za  , 

indicando  con  l»^'''"*']  il   re^iduo   minimo  di  rt'-"'-*'   rispetto  ai 
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modulo  h.  Queste  formule  sont)  di  {jrande  semplicila  nelle  ap- 
plicazioni  numeriche  e  il  calcolo  dei  residuo  minimo  è  sem- 
plice,  essendo  \n  generale 

[a^Pi]  =  \aV\]  [flP2] .  .  . ,      a'i'i=s.\ ,  .  .  raPii  n],.  .^. 

Applicando  le  precedcnli  formule  ad  cscmpio  airequazioiíc 
31»+ 1%=  181  si  ha, 

íceh[(81][31]*7 (wor/ 11);,     ossia  a;=10ri2J*', 
e     ri2]<6+i=  12lH4j8=  12[11  J^^  I2[I2I  i*=  >2[7^*=  12[49J2 

=  l2[llj2=12.7=-7.7=- 11  =8, 
pei'  cui, 

£c=80  =  4,o,íc  =  4  +  19x, 

valore  ciie  sosllluilo  nelTecpiazione  proposta  dà 

181-31;.             10  +  31»; 
y-         ij,        -»+        j^ -i~i\x.. 

II  método  si  applica  poi  con  análoga  semplicità  alia  risolu- 
zione  delia  congrucnza 

ax-{-by-\-cz.  .  .  =  /•  (inod  p) , 

dove  «,  b,  c,...  non  hanno  divisori  in  comune  con  p:  si  ha 
ad  esempio, 

Dove  però  può  maggiormente  riconoscersi  lutilità  di  (juesto 
melodo  si  c  nella  delerminuzionc  dei  valori  di  x  clie  soddisfano 
ai  sistema 

(7)  ax  ~  X  (_mo(/ A)  ,     bx^fj{tnod\\) ,.  .  . , 

dove  A,  B,  .  .  .  sono  primi  fra  loro.  E  noto  clie  il  sistema  e  pos- 
sibile  se  nella  prima  eongruenza  ad  esempio,  a  vendo  a  ed  \. 
un  divisore  in  comune,  questo  divide  puré  of,  ed  è  pur  noto 
che  i  valori  di  x  saranno  congrui  seconflo  il  modulo  composto 
9i  —  ,\1U'. .  .  . ,  giacchè  se  ./;'  e  x'  sono  due  soluzioni  è  x' — x' 
divisibile  per  A,  in  virtu  delia  priuia  dclle  congruenze  date, 
per  B  in  virtíi  delia  sect)nda,  ecc,  e  dun(jue  pel  loro  prodotto  iié 
II  valore  di  x  si  deduce  facilmente  dalla  soluzione  tlella  (6j  e 
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SI  scnve, 


"'^"LtI^ãj     J+PLb('b)     ]+••■('"'"'«)• 

Le  generalizzazioni  poi  clic  Da  Siiva  da  di  questi  risultati 
lo  conducono  a  formule  {he  con  aminirevole  sciiiplicità  si  pre- 
slano  alia  discussione  di  una  ricca  serie  di  problemi  numerici. 
Cosi  ad  esempio,  posto  che  q,  r,  s,.  .  .  siano  tali  che 


(8) 
si  ha 

(8') 


U  II  II 


1  (modrí) , 


X  =  a 


7X° 


V(A-l) 


-rli 


.|,'^B-„ 


formula  (*)  che  si  semplifica  notevolmenle  quando  sia  q  —  r  =  s ... 
giacchè  allora  alia  (8)  vien  sostituita  la  condizione 

r 


'^Ít"^'Í""^""1"^*^'"^"'^^ 


congTuenza  sempre  possibile  per  essei'e  q  primo  con  n,  ed  al- 
lora alia  (8')  si  sostituisce  laltra  formula 


x^aq 


-!?-«'}(A-l, 

A 


+?'/ 


iLè^íB-l) 


+  ... 


Se  poi  supponiamo  ancora   a  =^b  =  c  =^  ...  =1,    questa  for- 
mula si  semplifica  ancora  diventando 


(8") 


^^C.q--}-,^q- 


che  è  análoga  a  qucUa  alia  quale  c  giunto  Gauss  (Dís.  Jr.  §  36) 
nel  suo  método  di  risoluzione  dei  sistema 

x^^y.  [inod  K) ,     a?  =  j3  {inod  li) , .  . . , 

ove  i  moduli  sono  numeri  primi  fra  loro. 


(')  Perche  qucsto  valore  soddisfi  alia  prima,  ad  esempio,  delle  (7), 
basta  che  verifichi  la  congrueuza  a;  =:  c<  i  í?  —  aV'-^— *)  :  c  siccome  e 
ai'(A)  s^  1  (jHOíí  A),  ed  <•  ry  —  :^  I,  por  la  condizione  (8)  il  precedente  va- 
lore di  X  d i venta  ax  =  a  {rnod  n). 
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Evidenlemenlc  se  nella  (H"j  riduciaino  il  secondo  moinbro 
ai  suo  resíduo  uiiniino  rispetto  ai  modulo  n,  olleniauio  una 
formula  che  dii  la  serie  di  numeri  primi  con  n  e  minori  íli 
esso. 

Quando  il  numero  di  congruenze  formanli  il  sistema  dato 
sia  considerevole  convicnc   moltipli(Mre  ordinatamente   tali  con- 

gruenze  per  — -  ,  -tt-,.  •  •,  e  sommare  i  risultati.  Si  ha  allora, 
A      B 


( 


\    A  li 


^     1    r,    '' 


(modri) 


ed  è  clíiaro  che  ogni  valore  di  x  che  soddisferk  questa  con- 
gruenza  sempre  possibile,  soddisferit  purc  ai  sistema  (7).  11  va- 
lore di  X  sara  dunque  dedolto  da  essa, 


{mod  n) 


Si  nota  facilmente  che  questa  formula  comprende  la  (8") 
quando  si  faceia  a^b  =  c  =  ...=  \. 

Da  Silva,  come  gia  avevano  fatto  Eulero  e  (íauss,  non  cerca 
direttamcnte  la  risoluzione  delia  congruenza 


(9) 


X^  =  1  [mod  p) 


nella  quale  p  è  primo  o  è  un  prodotto  di  fattori  primi  Nel 
primo  caso  egli  si  contenta  di  mostrare  che  le  radiei  di  questa 
congruenza  sono  quelle  di 


(90 


xf'  =  1  (inod  p) 


essendo  y)'  il  massimo  comun  divisore  fra  s  ep — 1.  Può  cosi 
stabilire  linteressante  proposizione:  aogni  congruenza  (í)')  ha 
un  numero  di  radiei  primitive  rapprescntalo  da  ]>(//)»,  delia 
(juale  dà  due  dimostrazioni  piu  dirette  di  ((uelle  che  ne  erano 
not(!,  e  piu  rimarchevt)Ii  per  le  numerose  conseguenze  che  se 
ne  deducono.  Ln  seconda  di  tali  dimostrazioni,  pur  non  partendo 
dai  principi  dai  quali  ÍIauss  era  partito,  conduce  alio  stesso 
elegante  procedimento,  e  la  prima,  che  sussiste  puré  pel  caso 
di  //  numero  primo,  ammctte  come  corollario  il  teorema  impor- 
tante per  tutla  una  teoria  che  vi  si  fonda,  «qualuiupie  radice 
non  primitiva  ili  (9')i  dove  sia  // ==  y« y?.v/ .  .  .  è  radice  delia 
congruenza  x'f  ^:  I  (niodp),  dove  si  è  messo  6  ])er  í/'-'-'^' /?-?'. '>'-^'..., 
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e  posto  che  a."^'-^\...  non  siaiio  liilti  nuHi  simullaneamentc»^. 
Qiifsto  teorema,  che  fu  per  primo  emincialo  da  LAMiiEnr  in 
Acta  Eruditunun  pel  17()9,  diede  luojjo  ad  una  dimosti"a/.ione 
di  Ei;i.i:n()  iuserita  a  pag.  H5,  t.  xviii  dei  Comm.  Acad.  Scie. 
petroj).  (|ualificata  poço  rigorosa  da  Gauss  il  qiiale  ne  da  due 
altre  ai  parag^rafi  53  a  55  di  Dis.  Ar.,  non  però  diretle  in 
quanto  clie  la  prima,  ad  esempio,  fa  dipendere  le  radiei  delia 
conj^riuMiza  di  grado  yj'  =  (y^^rfí.çí .. .  da  quelle  delle  congruenze 
di  grado  ff^- , /^  ,$(,..  .  La  dimostra/.ione  dalaiie  da  Legkndue  a 
pag.  16  dei  t.  ii  clella  77/éo.  Nom.  si  avvicina  molto  alia  diino- 
strazione  di  Eiii.euo.  Abbiamo  poi  le  due  diniostrazioni  conle- 
nule  nelle  Ref.  T/uo.  Nom.  di  Poi.nsot,  una  poeo  evidente,  sem- 
plicissima  lallra  dalla  (juale,  do])o  dimostrala  Tesistenza  di  una 
ladice  j)riniitiva,  ílcduce  lesistenza  di  'j»!/')  radiei  di  tale  classe 
semplilicando  cosi  la  dimostrazione  di  (Iauss.  Anclie  la  dimo- 
strazione  clie  flh  Seruet  a  pag.  316  dei  suo  Cours  d'Afgíbre  su- 
pcrieure  segue  la  stessa  via  ti'aceiala  da  Gauss  nella  sua  prima 
diuioslrazione. 

Anclie  nel  caso  nel  quale  in  (9)  il  modulo  p  è  un  prodollo 
di  íattori  prinii,  n(m  erano  stati  rlati  metodi  diretti  di  risolu- 
zione,  ma  solo  metodi  indiretti,  o  per  meglio  dire  esempi  di 
successive  veriíiche.  Cosi  vediamo  che  nel  caso  nel  ([uaie  p  ha 
un  divisore  primo,  cioè  nel  caso 

íc^  =  1  {inod  (f)  , 

Gauss  in  Dis.  Ar.  §  ixxxviii  ne  í"a  dipendere  la  soluzione  da 
(juella  delia  congrucnza  a'' =  \  [iiiod (f  ''^),  jjer  modo  che,  de- 
teiiuiuata  una  c|ualun(pie  delle  racíici  di  x^  ^e^  \  imod  g),  si 
haiino  successivauiente  radiei  congrue  con  lale  1'adice  secondo 
il  uxxlulo  ry,  e  che  soddisfano  alie  congruenze  di  moduli  </'*, 
</•',  y',...,  tfJ.  Che  nessun  altro  procedimento  piu  breve  e  di- 
reito fosse  noto  lo  deduciauM)  dal  iatlo  che  Le(.endrk,  '/'/lio. 
No/ii.  I.  II,  |)ag.  21,  3'  ed.  e  Poi.nsot,  Rrf.  77ii'o.  No/n.  cap.  iv, 
arl.  í,  riproducono  il  solo  método  di  ííauss  e  ne|)pure  inciden- 
talmente lanno  cenno  di  altri  metodi,  e  che  anche  nel  caso  nel 
quale  è  p  =  qu  i}  s'^  ...,  caso  nel  quale  Gauss  deduce  la  solu- 
zione di  (0)  dalla  soluzione  di  congruenze  ])arziali  aventi  rispet- 
tivameute  (p ,  r} ,  .vi  .  .  .  per  moduli,  lauto  Li;i;r.\uuE  che  Poinsot 
si  contentano  di  dare  un  maggior  svilupi»)  ai  método  anzidetto. 
II  procedimenlo  che  J)a  Su.va  ha  saputo  sostiluire  aí  mé- 
todo jiiecedentemeuic  licoidalo,  e  che  gli  permcitc  di  giungere 
a  Ibinuile  generali  e  direi  te  sia  nel  caso  nel  <piale  il  modulo 
è  un  numero  primo  che  nel   caso  nel   quale  esso  è  prodotto   di 
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potcnze  (11  miincri  priíni,  si  basa  (juasi  per  iiitero  sul  noto  teo- 
rema di  (ÍAiss,   Dis.  j^r.  §  Lxxxvi : 

(IO)  (fl  -  ypif-  ^  «!^-  -  -  Y/j?-f ' , 

dove  è  <).  =  .9yy,  e  rlovc  si  è  indicato  con  p  un  minuM'o  primo 
mag-jTJore  di  2,  con  a,  y,  Y,  s  numeri  primi  eon  p,  e  coii  q,  s 
luimeri  cí^uali  o  magijioii  di  1,  menlre  t  h  un  numero  mag;giore 
o  eguale  a  zero.  E^\\  è  obblig;ato  di  dare  di  questo  teorema 
una  dimostrazione  cbe  meglio  si  accordi  eon  lo  scopo  ai  quale 
deve  servire,  non  potendosi  conlentare  iiè  delia  dimostrazione 
già  datane  dallo  stesso  Gauss  e  che  si  riassutne  in  una  verifi- 
eazione  delia  formula  per  /=l,2,...,  nè  di  quella  data  da 
PoiNsoT,  Ref.  T/iéo.  Nem.  eap.  iv,  basala  sulla  formula  bino- 
niiale.  Cosi  Da  Sm.va  trovasi  eondotto  ad  una  felice  generaliz- 
zazione  delia  (10)  cbe  nella  sua  forma  originaria  è  un  difetto 
per^í  =  2,  ^=í,  e  dalla  discussione  rigorosa  e  direita  è  ti'atto 
ad  una  ricca  serie  di  teoremi  nuovi  ed  importanti  sui  residui. 
Ed  è  qui  curioso  ed  interessante  notare  come  Gauss  e  Poinsot 
non  solo  ritenesseix)  eiitiambi  cosa  difficile  cbe  si  potesse  dare 
una  dimostraziojie  cbielta  di  quel  teorema,  ma  ne  facessero 
ancbe    espi-esso    av vertimento,     notando     il     primo    (Di<.    Ai\, 

§    LXXXVl)  : 

«demonstralio  bujus  tbeorematis  ex  evolutione  protestalis 
binomii  peli  posset,  si  ostenderetur  omnes  términos  post  se- 
cunduin  per  p'+i+^  divisibiles  esse.  Sed  quoniam  consideratio 
denominatorum  coeííicientium  in  alicpiot  aml)ages  deducit,  me- 
thodum  sequentem  praeferimus», 

ed  il  secondo  osservando  cbe  (Ref.  Thco.  Xo/ti.  cap.  iv,  §  30), 

«la  démonstration  inuiiédiate  de  ce  ibéorème,  qui  parait 
facile  au  ])rcmier  couj)  d  oeil,  presente  ncaiumoins  beaucouj) 
de  diííicultés,  ;i  cause  de  Texposanl  composé  y)'  d'ou  naissent 
les  coefficients  du  binòme.  Mais  voici  un  nioven  três  simple 
de  sortir  de  cet  embarras,  ecc.  ..  .». 

Vogiio  ancora  far  cenno  d'un  problema  ai  quale  Da  Su.va 
fu  necessariamente  eondotto  dalla  natura  stessa  dei  soggelto 
da  lui  impreso  a  trattare,  problema  cbe  già  da  molto  temj)o 
prima  aveva  ricbiamalo  Tattenzione  dei  dotli  ma  cbe  ei"a  lungi 
dalfaver  raggiunto  (piei  grado  di  bi'evit;i  e  scniplicila  cbe  ri- 
cbiedeva,  grado  cbe  solo  oggi  puí)  dirsi  aver  i-aggiunto.  Inteiulo 
j)arlare  dei  nietodi  per  la  costi-uzione  delle  tavole  cbe  danno 
le  radiei  pi'imilive  dei  ruimei'!  primi.  l']i;!.i,i!0  insegní)  aUiini 
espcdienli  per  ottenere  tali  i'adi(i  ncl  i.  xvui  dei  Nov.  Jvíul. 
Scien.  Peti\   ma  egli  stesso  si  accorse  deirimj)erfezione  di  essi, 
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e  noto  clic  è  difficile  cosa  oUcnore  tali  radiei  mediante  pro- 
cedinienli  diretti.  Nep|nir  Gauss  e  neppure  Lugkndue  seppero 
suggerire  una  via  piu  diretla  e  dobhianio  ^^iungcre  fino  a  l*oi\- 
sor,  Ref.  Théo.  Noin.  ])as^.  73,  per  ritrovare  un  método  siste- 
mático atlo  alio  scopo. 

Nella  sua  ])i"ima  part(>  il  método  di  Da  Silva  non  diíTerisce 
essenzialniente  da  (juello  di  Foinsot,  ma  lo  completa  ove  co- 
mincia  a  diventar  diCeltoso.  —  Oltenuti  i  resiflui  non  quadra- 
tici  ed  elevati  questi  a  potenza  15,  ricavati  da  questi  residui 
tutte  le  potenze  di  B  che  devono  essere  escluse  dália  serie 
dei  residui  non  quadratici,  ed  analogamente  operato  sulle  po- 
tenze C,  D,  ecc,  si  rimarca  che  si  ha  un  numero  abbastanza 
g^rande  di  operazioni  che  si  ripelono  periodicamente  e  che  non 
fanno  che  rendere  il  método  troppo  laborioso.  Si  nota  ad  esem- 

pio  che  per  escludere  le  potenze  B  si  debbono  formare  .^(/' — 1) 

potenze  di   cpiesto  gi-ado,   nel   mentre  che  il  numero  di  quelle 

che  debbono  essere  escluse  è  solo  di      „,r — .    A    Poinsot    non 

2I> 

sfugge  (picsto  difetto  e  cerca  iMincdiarvi  con  alcuni  utili  sug- 
gerimenti  riferentisi  a  casi  parlicolari,  che  peri»  non  hanno 
valoi'e  nella  maggioranza  di  essi,  speciahnente  quando  trat- 
tisi  di  numeri  primi  di  una  certa  grandezza. 

Lo  scopo  che  D\  Sm.va  si  propone  e  nel  quale  lúesce  suffi- 
centeniente,  è  appunto  quello  di  dare  normc  jirecise  e  gene- 
rali  per  evilarc  le  inutili  ripelizioni.  'I"ali  norme  applicate  agli 
escmpi  parlicolari  presceiti  da  Poi.nsoi  conducono  ai  risullati 
stessi  ai  quali  quest'ultiino  è  giunto  ma  con  un  numero  ristret- 
tissimo  dl  operazioni,  giacchè  con  esse  non  è  neppure  neces- 
sário verificare  la  distribuzione  delle  serie  di  residui,  come 
volta  a  volta  deve  fare  Poinsot.  Col  método  dei  geomelra  por- 
toghese   non    è  neppur    semj)re    necessário    íormare    un    primo 

grii|)p()  (li        j: —    terniiiii,    e    le   potenze    che    devono   íbrmai\si 

sono  potcn/.e  ascendcnli  di  uno  stcsso  numero  auziclic  polcnze 
di  egiial  cs|)onente  di  numeri  successivi,  il  ihe  è  mollo  piu 
vantaggioso  nei  calcf)li  numerici. 

Avanli  PoiNsoT  csistevano  però  duc  allri  mclodi  di  risolu- 
zione  dello  stesso  ju-oblcma.  li  possible  che  egli  ne  ignoiasse 
lesislenza?  Verosimilmenle  no,  ma  c  certo  che  non  poteva  ac- 
coidarc  ad  essi  il  pregio  che  c  obbligalo  a  iu'gare  ai  suo  mé- 
todo, c(l  c  lorse  questa  la  causa  |)er  la  quale  egli  non  ne  fa 
parola.    II  primo  di   tali    nuModi,   mollo   anteriore  alia  pubblica- 
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zione  (li  PoiNsoT  olie  veniic  iiel  gennaio  IHí"),  è  dovuto  ad  Ivoíiv 
ed  è  ncl  4*^  volume  dei  Siippleinenlo  aHEiuicolopedia  Britanniea 
pel  18'Ji.  L'aul{)re  lo  .stiiiia  direito,  giacciíè  a  pagina  ()'J8  dice: 
«Tesistenza  di  tali  iiumeri  (le  radiei  primitive)  è  quindi  dimo- 
strata  per  ogni  easo,  ma  nessun  método  diretlo  era  stato  íiii 
qui  dato  per  determiiiarli,  a  quanto  si  sa.  Siamo  dunqiie  lieíi  di 
cogliere  questa  occasione  per  (/are  una  regala  c/ie  pcrrnelte  di  de- 
tcrminare  direllamente  le  radiei  primitive  d'un  numero  primoi) . 
Tal  método  si  basa  su  duii  teorema  ehe  Ivouv  non  dimostra, 
ma  dei  quale  la  dimoslrazione  è  semplice.  Esso  è  il  sequente: 
«Sia  p^^^'^h}c^ .  .  . :  qualunque  railice  primitiva  di  p  soddis- 
ferh  alia  prima  delle  congruenze. 

«.^'^-"-1^0,  «.-^'^-'-1^0,  a.Í'^-Ví-0,.,, 

e  non  soddisfera  a  nessuna  delle  seguenti:  e  reeiproeamente, 
qualunque  radice  non  primitiva  soddisfera  ad  una  od  a  piu  di 
tali  eongruenze  ma  non  mai  alia  prima». 

Ollenuti  quindi  i  residui  non  quadratiei,  questi  dovranno 
successivamente  esser  provati  fino  a  ritrovai^ne  uno  che  non  sia 
radiee  delia  seconfla  o  di  <pialcuna  delle  predetie  eongruenze. 
Questo  numero  sara  allora  una  radiee  primitiva  che  col  suo 
innalzamento  a  polenza  ci  dará  tutte  le  altre  radiei  primitive. 
Si  scorge  quindi  che  questo  método  anzichè  dijetto  è  di  suc- 
cessivi  tentativi,  e  come  uno  di  tali  tentativi  può  pur  essere 
ripetuto  tante  volte  quanti  sono  i  residui  non  quadratiei  che 
non  sono  radiei  primitive. 

Desta  meraviglia  che  dopo  aver  notato  come  i  residui  qua- 
dratiei non  soddisfino  alia  prima  delle  precedenti  eongruenze 
IvoRY  non  abbia  rilevato  la  propjietà  pressochè  evidente  che 
IVa  i  residui  non  quadratiei  quelli  che  non  sono  potenze  b  non 
soddisfano  alia  seconda  di  tale  eongruenze,  e  che  dedotti  questi, 
non  soddisfeianno  alia  terza  delle  eongruenze  quelli  fra  i  nu- 
meri  rimanenti  che  non  sono  potenze  í-,  e  cosi  via.  Cio  lo 
avrebbe  condotto  diíettamente  a!  método  di  Poinsot  che  perciò 
piú  dei  suo  merita  di  essere  considerato  niaggiormente  di- 
retto. 

11  secondo  dei  metodi  ai  quali  ho  fatto  allusione  preceden- 
temente è  dovuto  a  Cauciiy  ed  è  nel  t.  iv  degli  Exerciccs  de 
Malhtmalique  (1820),  e  non  può  nepjnir  esso  considerarsi  di- 
reito richiedendo  una  lunga  serie  di  tentativi.  Poi>sot  non  fa 
neppui'  allusione  a  questo  procedimento  che  pur  doveva  co- 
noscere    e    Si:iuu.r    non    riporla    nel    su(J    Cours   d  Alg(b)e   Supe- 
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rieure  (18  íí))  clio  il  solo  nielticlo  di  PoiNSor  senza  nej)])uro  ac- 
nai"('  alie  s(MU|)lií"K'azioni  chc  (juesli  vi  aveva  inlrodoUe  ])oi  casi 
parlicolari,  ]jer  (juaiito  siano  í^li  eseinpi  slessi  dali  tia  Poinsot 
quelli  clic  cyli  ripoila. 

I  vanlagfri  ^he  il  nielodo  scf^iiito  dal  Da  Sii.va  ha  sui  nie- 
todi  precedenli  sono  incontestahili  e  saiebbero  indulibiamcnte 
stati  riconosciuli  sLd)ilo  se  la  sua  inlbnuilii  noii  gli  avesse  iin- 
pedito  di  dare  dilliísioiíe  alie  sue  liceiche.  Tali  vanlaggi  si 
mostrano  in  tutta  la  loro  pieuezza  ([uando  specialuieiUe  il  mé- 
todo sia  applicato  a  uunicri  sufíicenteinente  grandi. 

Certamente  un  gi'an  passo  erasi  fatto  dopo  le  ricerche  di 
Cauchv,  di  PoiNsoT.  d'IvoiiY,  ecc.,  con  la  pubblicazione  dei 
«  Cano7i  Arítlinieticus  sive  lahulae  quihus  exhibenlur  pro  aingulis 
numeiix  primisy)  (Berlino,  1809),  fatta  «impensis  Academiae  Lit- 
terarum  Uegiae  Borusieae»,  e  corretta  «eura  et  benevolentia  vi- 
lorum  clarissimorum,  Prolessoi-um  Diricblet,  Dove,  Steiner; 
Docloium  Wolfers,  Breniiker,  Galle.  .  .,  máximas  aulem  gratias 
ago  illustrissimo  Enke  (pii  et  bis  emendalricibus  curis  proesi- 
dere  et  summo  studio  ac  benevolentia  me  egregiis  consiliis  in 
adornando  opere  adjuvare  voluit».  Questa  preziosa  opera  non 
è  menzionata  dal  Da  Sii.va  elie  ]íui'e  aviebbe  trovalo  in  essa  un 
gi'aiule  ausiliario  speeialiiirute  nella  lisoluzione  delle  eongruenze 
delia  Ibi-ma  ax'"  ^^  b  (modj)").  Iacoiu  aveva  enuncialo  il  ])rincipio 
cbe  le  ladici  primitive  secondo  il  modulo yv'^  lo  sono  puré  secondo 
il  modulo  p'\  e  cio  come  conseguenza  delTassionia  cbe  (juando 
si  sia  trovata  una  radice  primitiva  x<^p  secondo  il  modulo 
primo  p  si  possono  sempre  dcterminare  diretlamente  le  radiei 
primitive  rispetto  ai  modulo  jj".  Si  può  dunquc,  rajipresentando 
con  a  un  intero  qualunque  primo  con  yj"  e  minore  di  questo, 
determinara  un  intero  a  od  índ  c:<[y)"~^  (p —  1)  tale  che  íc""'  •''  =  « 

l*er  dare  un  ccnno  piessocbè  completo  delle  ricerche  di  Da 
Sii.va  dovrei  ancora  soirci"mai'mi  su  allre  intcressanli  questioni. 
La  risoluzionc  delle  congruenze  il  cui  modulo  c  una  potenza 
di  2,  in  relazione  alie  ricerche  di  PoI^soT  su  tale  soggctto  (Ref. 
Tluo.  Noni.  cap.  iv,  §  vií),  Io  conducono  ad  una  serie  d'interes- 


(')  Lo  scopo  dei  Canon  di  Iacobi  è  la  risoluzionc  delia  cong^iucnza 
predetta;  ma  esso  è  pur  utile,  come  Tlianno  dimostrato  Eisknstkin  c  poi 
Lkiiksouk,  a  far  conoscere  i  coefficieiíti  interi  o,),  Oj,...  dclTequazione 
P  "^ /((')•  fi?~^)  ove  ò  [■/»  =  1,  ;;  =:==  mw  -}-  1.  m  >  1, 

/(P)  =  flo  -f  "í   P  +  «2  p-  +•  •  •+  «m-1  f/"-'. 
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satili  {oiimilc  sullc  ladiíi  priínilivc.  Lo  siiidio  delia  con^riienza 

(11)  X^^  =  i  {7J10(/ p) , 

essenáo  p  =  a^^  b^  c'>  , .  .  .,  ed  a,  h,  c,  prinii  fra  loro,  e  la  cul  so- 
luzione  vien  basata  su  quella  dclle  congruenzc 

(1 1')  x^'  =  1  (modar,)  ,     x^"  =  1  {moc/  Z»?), .  .  . 

dove  D',  D",...  sono  i  massinii  divisori  coimini  IVa  D  e  cia- 
scuno  dei  valt)ri  '\)(a'^-),  ^{b'^),.  .  . ,  lo  conducono  altravcj-so  una 
rigorosa  sinlcsi  alia  formula  gcnerale 


=  Aí/l  —  +  li  (/'2  -T7-  -p  •  • .  (/fiO(/  p) 


ncUa  quale  gi,  f/>,...  sono  nunieri  tali  da  soddisfare  airequa- 
zione    di    condizionc 

qi    —  +  qi-L--\-.,.=  1  {/nodn)  , 

ed  A,  B,  C,  .  .  .  sono  lispellivamente  radiei  delle  (II').  Pos- 
sianio  incidentalmente  notai'e  che  la  (11)  annnette  come  caso 
pai"ticolare  Ia  congrucnza  a-  =  I  (moc/ p),  e  il  pi'occdimcnto  di 
Da  Sn.VA  ne  dà  il  nunieio  di  radiei,  e  per  consegucnza  da  ai 
tempo  stesso  una  dimostiazione  dei  teorema  di  Wmson  gcne- 
ralizzato,  dimoslrazione  che  Gauss  ia  dipendere  dallipotcsi 
che  sia  pari  o  doppiamente  pari  il  numero  di  radiei  di  a- =  1 
(?no(/p),  e  che  Poinsot  sviluj)pa  basandosi  su  due  diílerenti 
ipolesi,  la  prima  dclle  quali  consiste  nel  siq)porrc  che  non  si 
abbiano  sistemi  di  radiei  coinuni  nella  scomposizione  delia  con- 
grucnza ])rc(;edcnte  nelle  due 

£C  —  1  =  O  {mo(/p) ,     x-^í=-0  {mod  Q), 

(PQ=/;),  e  Taltra  consiste  nellamnieltere  che  quando  p  fosse 
parimcnti  pari,  anche  2''^^*  debba  indicare  il  numero  delle  de- 
composizioni  in  due  fattori,  scnza  altri  divisori  comuni  che  il 
due. 

Lo  studio  delia  congrucnza  ax^  ^^b  (?nod p),  dove  y>  è  un  nu- 
mero qualunque,  conducono  ad  un'estcsa  invcstigazione  sulle 
propriet;i   e  sul   calcolo  dei   radicali  modulari,  teoria  che,  oltre 
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airinleresse  clie  oíTre  per  sè  stessa,  è  notevolc  per  1  punti  di 
conlallo  clie  essa  ha  coii  la  teoria  degli  ordinari  radicall  e 
pone  ia  niaggior  evideiiza  lanalogia  fra  le  radiei  delle  con- 
^Miienze  c  quelle  delle  equazioni  binomie,  analogia  ehe  molto 
ingegiiosainente  era  stala  niostiala  da  Poinsot  nella  sua  «Mé- 
moire  sur  lappíicalion  de  V Alglhre  a  la   Theorie  des  Nombresn. 

Laiialisi  particolare  di  quesle  e  aitre  rieerclie  di  Da  Silva 
in  relazione  a  quelle  dei  suoi  predeeessori  e  dei  suoi  eontem- 
poraiiei  porlerebbe  quesla  mia  nota  ai  di  lii  dei  liniiti  elie  mi 
ero  imposli.  Lascio  quindi  per  riprendere  largomento  in  altra 
oecasione. 


SUR  UNE  CLASSE  DE  VARIÉTÉS 

ENGENDRÉES  PAR  DES  SYSTÈMES  LINÉAIRES 

PROJECTIFS  DHYPERSURFACES 


NOTE  DE 


Matteo  Bottasso 


Le  CnEMONA  dans  son  classique  Mémoire  (.(Pr eliminar i  di  una 
teoria  geométrica  delle  superficier)  (IMemorie  dellAcc.  delle  scienze 
di  Bologna  — (2),  7;  1867)  a  étudié  les  variétés  engendrées  par 
des  svslèmes  linéaires  projeclifs  de  courbes  planes  et  de  sur- 
faces.  Ces  considératioiís  ont  été  développées  pour  les  hyper- 
espaces  dans  des  iravaux  des  MM.  Veronese  (*),  Roberts  ('), 
PiERi  (3),  Segre  (*),  etc,  en  étudiant  les  variétés  engendrées 
par  les  interseclions  des  variétés  correspondantes  de  plusieurs 
systèmes  linéaires  d  hypersuríaces.  Savoir,  on  a  envisagé  le 
lieu  B  engendre  pai*  les  inlersections  des  variétés,  de  diinen- 
sion  d — n  \- c — 1,  homologues  dans  une  correspondance  pro- 
jective  entre  m—i   systèmes  linéaires  Ao,  A|,...,  A,„  dliyper- 


(•)  Behandluiig  der  projectivisclien  Verhàltnisse  der  Rãume  von  verschic' 
denen  Dimensionen  durch  das  Princip  des  Projicirevs  vnd  Schneidens. 
«Math.  Annalen»,  19;  1882. 

(2)  Sur  Vordre  des  condilions  de  la  coexistence  des  équations  alyélriques 
à  plusieurs  variahles.  «Jouru.  fiir  Míith.«,  07;  1867. 

(3)  SvlVordine  delia  vnript<(  generala  da  piíi  sislemi  lineari  omografici. 
«Rend.  dol  Ciicolo  inat.  di  Palermo»,  11;  18'J(j. 

(^)   Gli  ordini  delle  varielà  c/ie  annullano  i  dtterminanli  dei  diversi  gradi 
estratti  da  una  dala  malrií-e  cRcnd.  li.  Acc.  Lineii-,  (5),  9;  1900. 
YoL   IV  —  N.°  4  1 
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surfaces  de  rhyperespace  fondaniental  [c/\.  Ces  systènies  liné- 
aires,  de  nième  dimeiísion  /* ,  se  supposent  formes  pai'  des 
hypersurfaces  dont  Toi-drc  /,  (/  =  0,1,...,  w)  pcut  varier  de  Tun 
a  Taulre  des  systènies  A,. 

Pour  reníenner  daiis  la  leprésenlalion  de  la  variété  0  les  nom- 

bres  dont  elle  va  dépendre,  on  Tindiquera  avcc  9(  .    '     ^     '  /  )• 

Les  surnommées  variétés,  de  dimension  d — n-\-c—  I,  homo- 
logues dans  la  projeclivité  entre  les  systènies  Aj  (z  =  O,  1 , .  .  . ,  w), 
sont  encore  les  variétés-soutiens  des  systènies  d'hypersui'faces, 
de  dimension  n  —  c,  qui  appartiennent  aux  systènies  linéaires 
A,  et  se  correspondent  dans  la  projectivité  indiquée. 

Les  entiers  positifs  m,  n,  c,  d  satisfont  à  des  inégalités  evi- 
dentes, sur  lesquelles  nous  ne  nous  atlardei'ons  pas;  on  doit 
avoir,  p.  ex. :  O  ^  c  ^  min  (w,  n). 

Les  entiers  posilifs  /o,/i,...,4i  ^^  poui-ront  ètre  tout  à  fait 

arbitraires,  si  Ton  fait  des  hypothèses  restrictives  sur  les  systè- 

mes  linéaires  Aj.  S'ensuit  que,  lorsqu'on  pose  des  pareilles  con- 

ditions  restrictives,  ce  serait  une  faute  dire  encore   que  Tordre 

1     1-  -11  . ,   ,  ^  í  m,  n:  c\  d  \         . ,         , 

et  la  niniension  de  la  variete  W  I  ,     ,  /   1  "^  dependent  que 

Vo,  Cl,  ... ,  {„i/ 

des  nonibres  7w,  /i,  r,  r/,  /o,  /i,.  .  .,  /„,(/)•  ^^  peut  donner  à  ce 
sujet,  dans  le  niènie  espace  a  trois  dimension,  un  exemple  três 
simple,  qui  montre  la  vérité  de  ce  que  nous  veiions  d'affirnier. 

'>    2  •  1  •  3^ 


11  suffit  envisager  le  B  ("'     '     '     1  inlersection  des  droites  ho- 
mologues dans  trois  geibes  projectivcs. 

Si  les  trois  gerbes  sont  dans  une  position  générale,  le  lieu  0 
n'existe  pas,  savoir  sa  dimension  et  sont  oi-dre  son  zero;  si  au 
contraire  les  trois  gerbes  ont  certaines  positions  particulières, 
ces  caracteres  ont  des  valeurs  diíférentes  de  zero.  Ainsi,  soient 
les  trois  geibes  représentées  analyliquemcnt  j)ar  les  trois  systè- 
nies, d'é(juali()ns  : 

A.()  Foo  +  ''^1  Foi  ^-  />2 1'\)2  —  O  , 
>^o^'lO^->^l  V11  +  /-2F12--O, 
^^0  Fao  H^  ^1  Fái  -\-  ^i  F22  =  O  , 


(')  Cettc  remarque  est  suhstauticllcmont  contcnue  dans  la  Note  de 
M.  (i.  Z.  (JiAMitEi.Li.  «SuUe  rariefà  rappreseníafe  coWanmtUare  deíermi- 
nanti  minnri  contenuti  in  tni  determinante  simmctrico  ed  e}msi})wietrico  gené- 
rico di  forme»  Atti  delia  R.  Acc.  delle  Seicnze  di  Torino,  41;  1!)0G.  Cfr.  la 
note  au  foiíd  do  la  page  43. 
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et  la  projectivité  soit  définie    eii  disant  homologues   les  piaus, 

dans  les  trois  gerbes,   qni  coirespondeut  (à  un  facteur  de  pro- 

porlionnalité  prés)  aux  inèmes  valeurs  des  paramètres  Xo,Xi,X2. 

Alors  si  Ton  pose,   par  exemple,  la  condition  paiticulière  que 

la  forme  (linéaire)  Fj/^-  soit  égale  identiquemeut  à  F^j  (pour  lou- 

/2  2-  1  •  3\ 
tes  les  valeurs  de  t\  k=  O,  1,  2),  ou  obtieut  comme  B  í    '     '     '     1 

un  groupe  de  quatre  points.  ■    '       ^ 

D'après  cet  exemple  ou  est  amené,    tout  ualurellemeut,    au 

problèine  gtnéral  suivant : 

Considérous  dans  Thyperespace  [í/J  le  groupe  dliypersurfaces 

F,7(  (?'=  0 ,  1 , .  ,  . ,  wí ;  /:  =  O,  I , .  .  . ,  n)  des  ordres  li  {i  =0,  1 , .  .  . ,  w), 

qui  satisfont  aux  conditions: 

1 .°  /o  =  /i  = .  .  .  =  ^; ,  ou  V  =  min  {m ,  ti) ; 

2."    F,7^  =  F^,,  pour  toutes  les  valeurs  de  /,  ^  =  0,  1 , .  .  . ,  min(w,  n). 

Soit  Ai  le  système  linéaire  de  dimension  n,  defini  par  les 
hypersurfaces  Fjq,  F,^, .  .  . ,  F,„  et  soit  (2,/)  =  O  Téquation  de 
Fjfc  (2  =  O,  1 , .  .  . ,  m ;  í(-  =  O,  1 ,  ,  .  , ,  n). 

Considérous  entre  les  systèmes  Ai(?"  =  0,  I,  .  .  .,m)  la  projec- 
tivilé  dans  laquelle  à  rhypersurface  d'équalion 

Xo.  (O,  0)  +  X, .  (O,  1)  +.  .  .+  X,..  (O,  n)  =  O  , 

du  système  A^,  va  eorrespondre  dans  le  système  Ai(?^^  I,2,...,7w) 
riiypersurface  d'équation 

Xo. (/,())  + li. (/,  l)+...  +  X,.(?,/í)  =  0, 

o\x  les  n-\-\  paramètres  Xq.Xi).  •  •  1  X,j  ont  (;i  un  facteur  de  pro- 
portionnalité  prés)  les  mèmes  valeurs,  pour  chaque  groupe  de 
m-\-\  hypersurfaces  liomologues. 

Dans  cette  projectivité  se  correspondent  les  hypersurfaces 
FoA,  Fi/t, .  .  . ,  F„j/(  (pour  i(-  =  O,  I , .  .  . ,  n),  Les  variétés,  de  dimen- 
sion (( — n-\-c — 1,   homologues  dans  cette  correspondancc  pro- 

-  ^^  (  m,  n\c\d 

jective  engendrei'ont  une  "  1  ,     , 

Vo,  ({,...,  1,1, 

Quelle  dimension  et  quel  ordi'e  a  cette  variété? 

.Iusqu'à  présent  on  n'a  i"époiulii  à  cette  queslion  que  pour 
le  cas  de  7»  =  n  dans  la  Note  indifjuée  ílc  IM.  le  Prof.  Segrk,  au 
moyen  d'une  íormule  três  intéressanle  de  !M.  H.  Scnumcirr  (Cfr. 
IVIath.  Annalcn,  \h\  1894  nAllgemcine  Jnza/ilfuncliojicn  fúr  Ke- 
gebdniille,    Fldrhen   und  l\aume   xweílcn   GiíuÍcí;   iii   n    DiincmiQ- 
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nemn).  Nous  noiís  proposdiís  dans  cetle  INote  la  résolution  de 
la  question  posée.  Mcine,  avec  tine  plus  grande  généralité,  nous 
résoudrons  réquivalenle  queslion  analytique  qui  suit,  de  la- 
quelle  nous  donnerons  aussi  Ics  plus  simples  inlerpi'étations 
géomélriques  : 

Soiejit  (i,  k)  (i  =  O,  1 , .  .  . ,  ni;  k  =  O,  1 , .  .  . ,  n)  d  es  formes  de  de- 
grés  fixes  (convenablcinent)  dans  les  variables  xo,  xj,  .  .  . ,  x^,  que 
nous  supposero7is  coordonnées  liomoghies  de point  dans  l.' hyperespace 
\Ã\.  Trouver  la  dimension  et  Vordre  de  la  varicté  Q(ni,n;c;d}, 
représenlce  en  égalant  à  zero  tous  les  déterminanls  mineurs  d^ordre 
c-f-  1,  (ju'on  peut  tirer  de  la  matrice  symélrique  générale 

||(i,k)||(i=:0,  l,...,nr,k  =  0,  l,...,n), 

savoir  telle  que  l'o7i  a 

(i,  k)  ==  (k,  i),  pour  toutes  les  valeurs  de  i,  k  =  O,  (,...,  min  (ni,  n). 
Dans  Ic  cas  de  in=n  celte  queslion  analytique  a  été  lésolue, 
avec  un'élégante  formule,  par  M.  G.  Z.  Giamhklu  dans  sa  Note 
cilée  «iSulle  varieíà  rappresenlate  coll  annullare  i  delerminanti 
minori  eco). 

§  1.  Sans  alteindre  ;i  la  généralité  de  la  question  nous  pou- 
vons  supposer  m-^n.  La  matrice  symétrique  considérée  será 
alors  représentée  par  le  lableau  (rectangulaire  lorsque  m<^n) 
suivanl: 

(0,0)  (0,1)  ...  (0,w-l)  (0,w)  (0,wi+I)  ...  (0,7i) 
(0,1)         (1,1)     ...    (l,w— 1)        (!,?«)       (l,/«-|-l)    ...     (I,7i) 


(O,  m  —  I )  ( 1 ,  w  —  1)  . , .  {in—  1 ,  m—  I )  [m.—\ ,  m)  [m—  1 ,  w -f  1) . . .  [m  —  I ,  n) 
(O,  m)         (1 ,  w)     ...    (m  —  1 ,  m)       (jn.in)       (w,,  7?i-{-  í)    ...     (;«,  n) 

Les  {i,/')  sont  des  formes,  dans  les  xo,  Xi,.  .  . ,  x,!  d'ordres 
Pi'\'Pki  <h'i  pour  les  nomhres  po^pi,.  ..,/'/,  soiit  seulemont  pos- 
sihles  les  deux  cas  suivants  : 

1")  po,  p\y'  •  • ,  Pit  sont  des  euticrs  ijosilifs  ou  luils,  mais  pas 
lous  égaux  à  /.éro ; 

2")  /)„  —  —  ,  pi  —  —,.  ..,p„ — —  sonl  des  enliers  positifs,  zero 

compris. 
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Etant  [j.,  r  des  entiers  (|ui  .saiisfoiít  au\  toiíditions  0<|i<c<m, 
nous  indiquerons  avec  Q  [m,  n\  c,  [x;  c/)  la  vaiiété  interséction  de 
y(m.w ;<:;</)  avec  la  variété  12  (;).,?»;]).;  r/)  représentée  par  l'an- 
nullement  de  la  matrice  j|  2',^)|j  (z  =  O,  J ,.  .  . ,  [x; /:  =  0,  1 ,.  .  . ,  ti). 

On  i'econnait  alors  au  moyen  des  tliéoiènies  três  grnéraux  2''-™'^ 
et  3'^'"^  dii  §  2  du  Ménioire  aOrdine  di  una  varieta  viu  ampia 
(li  quella  rappresent.ata  colV onnullare  lulti  i  minon  di  dato  ordine 
d'una  malrice  genérica  di  formen  deM.  (i,  Z,  Giambelli  (Me- 
morie   dei    R.    Istit.    Lombardo    (3),     II-,     1904)    que    Tordre 

/    m,  « ;  f,  jJL     \  ,  n         ■  .         .  i.  . 

I  de  í>  (?/?,«',  c,  [x;  í/)  est  une  fonction  qui  sati.sfait 

\po,pi,'y,pJ 

à  Téqualion  fonctionnelle  suivante: 

???,  7i ;  í",  ;x  —  í\        í  m,  n  \  r,  jx  —  1 

Pq,  Ph-  ■  -,  pJ  \po,  /'l ,  •  .  •  ,  J>[>-2,  P\i,  P<>.-í,  /'a  ri »  •  •  •  »  Pu 

D'après  la  définition  de  Tordre  de  íi(m,  n\c,  \f.\d),  on  recon- 

1         •  IP        ■        1    m.n\c,  [X    \  , 

nait  tout  de  suite  que  la  lomtion  I  nc  chaiií^e  pas 

sa  valeur  lorsqu'on  va  permuter  entre  elles  soit  les  leltres  du 
groupe  /^o,/:»!,  .  .  .,/^i',  ^oit  celles  du  groupe  /?a+i, /Ja^o,  •  •  •,/>,!. 
Désignons  avec  'j/ f/^^,,/;!, .  .  .  ,yj,i;  ;x),  ou  c'est  0<|x<^n,  une 
fonction  des  Pq,  pi,  •  ^  . ,  pn  et  \).,  qui  satisfait  à  Téquation  fonc- 
tionnelle 

(2)       (^a_i  —p,,)  .  cp  (Pq  ,  pi ,  .  .  .  ,  pn  •,  jx)  =  'y  (/^o.  7^1 '  •  •  •  ,  Pn  í  1^-  -  1 ) 

laquelle,  en  oulre,  ne  change  pas  se  valeur  en  permulant,  d'une 
facon  quelconque,  entrVlles  les  lettres  pQ,pi,. . .,  />u.,  et  entre  elles 
p».^{, p\).^-2,-  '  •  ,pif  í^n  peut  voir  aisément  par  induction,  sui- 
vant  de  prés,  par  exemple,  la  déuioustration  particulière  don- 
née  dans  le  §  5  (pages  1 1."^  et  1  I  G)  du  Mémoire  cite  de  M.  (Iiam- 
«ELi.i,  que  la  fonction  '^(po,  j)i, .  .  . ,  p^:  [i.)  doit  aussi  satisíaire  a 
Téquation  fonctionnelle  suivante: 

r=U. 

=  2  (—  1 )'"  P  (|J. ;  /•)  .  'f  (pn  Pn^pi....,  pr-l,pr+l,Pr+2,  •  •  •  ,  />»  ",  0)  , 
r=0 
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ou  avec  P  (|x)  on  a  déslgiié  le  produit  de facteurs 


(Pi)  -pO  •  (pq  -p-2) '  (po-/>3) (/^  -p\>-) . 


{pv-i—P\>), 


et 


iPfí-Pr){pi-f)  ■  ■■{Pr-l  -pr)  (/>r-/V+l)  ipr-pr^^)  .  .  •  (Pr-p^)'     \ 

Sous  autre  forme,  avec  plus  d'élég;ance,  on  peut  écrire 

'?{PoyPh---^Pn'.\i-') 

''^'^A  (/);  |x, /•) 

=  Zj     A(/r,[J.)    '^iPnPo,Ph---,Pr-i,Pr^i,Prr2y',Pn;0), 

OU  A(^-,  |j.)  esl  le  determinam  simple  de  Vandermonde 

1      1      ...  1 

Po    Pi      ...pu. 


p/p,v..,p;^ 


(Ics  /'(i,/'i,  •  .  .,/^[j.,  et  A(yr,  jj., /)  (pour  /•  =  O,  1, .  .  .,  |i.)  est  le 
subdéierminant  corrcspondant  à  l'élément  pf^*-  dans  le  détermi- 
nanl  A  (yr,  jj.). 

De  cettc  propriété  de  la  fonction  'f  (/'o,/'i,  •  •  •,/'»;  ['-)  il  '^uit,  en 

particulier,  que  nolre  fonction   (        '     '    '  •      j   ^i^j^  satisfaire   h 


99 


réqualion  fonctionnelle 

r=0    ^^P  '  ^'-^     ^P''  ^''^'  /^l '  •  •  •  '  /^'  -"  5  /''■  ri .  Pr-rh  •  •  • ,  Pn)  ' 

§2.  La  variété  o  (w,  n;  <?,  0;  r/)  resulte  Tintersection  d'une 
certaine  variété  o(m — I,n — !;<?,  c;  r/)  avec  les  ra— 1  hyper- 
surfaces,  clont  les  respectives  équations  sont 

(0,Á:)  =  0,      (/l  =  0,  l,...,n). 

Nous  avons  donc 

\pr,po,pi,..  .,pr-i,pr-i-t,P>+2,.  •  •,/?„/ 

m  —  1 ,  n  —  1 ;  í",  c 


=  (Pr+po)(pr+pi)->'{pr-^Pn)  n      ,    n      ,    n      . 

\PihPh-  •  •^Pr~l,Pr+l,Pr-{^2,...,Pn 

OU    il    fant,    cepeiidaiit,    reg;arder    ég;al    a    runilé    le    symbole 

/  ;?í  —  1 ,  /i  —  1 ;  f ,  £•  \ 

I  )   lorsque  c  =  m. 

\po,pi,.-.,p,-i,Pr+i,pr^-2,'.-,py  .  w,n;c,a 

Ces  relations  nous  laissent  déduire  Texpression  de 

\/Ai,/'i,...,/^, 
par  la  considération  de  la  question  auxiliaire  suivante : 

Si    ri,  /'á,  •  •  •  ,  ''u    sont    u    entiers    diíTérents    choisis    pariiii 
O,  1,.  .  .,  n,  nous  indiquons  avec  P(?"i,  /-i,-  .  •,  ''u)  le  produit 

(;^'-i  -P>-^  ■  (Pn  - /^r.) (Pn  -  Pnò ' 

'(Pn  —  Prd (Pr.2-Pru)- 


•{pru^l—Pru)'-> 

et  avec  P  (n;  /j,  rs,  •  •  . ,  r,,)  le  produit  P  (r'i,  r'^, .  •  . ,  r'„_,(_|-i), 
í)à  /'i,  r'á, .  .  . , /•'„_„_Li  designe  ce  qui  va  rester  de  Ia  série 
O,  l,...,n  lorsqu'on  supprinie  dans  celle-ci  les  élénients 
71,  r-2, .  .  . ,  /•„.    Si   dans    P  (n;  /i,  /â,  •  •  • ,  '«)    lon  suppose  w  =  O, 
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on    obtient  ]e  svmbole  P(n),    qui  n'c.st  dono  autrc   chose  que 
P(0,l,...,n).  ' 

Soit  encore  «I>  ri,?-2,-  •  -,'"«)  une  fonrlion  iclle  que  le  produit 

*  {>•{)  .  (p  (;•( ,  r-y) li  (ri ,  r^, .  .  . ,  r„) 

ne   ohange  pas   sa  valeur  lors(|u'on    va   permuter   d'une   façon 
queleonquc  ri,  r-2, .  .  . ,  ?„. 

Enfin    soit.  4'  {u •,  r^ ,  rs, .  .  . ,  ?„)  (pour  w  =  O,  1 , .  .  . ,  m  —  c  +  1 ) 
une  Ibnction  saiisfaisant  a  Téqualion  fonclionnelle  suivante 

(5)     P  (c -]-  w  —  I ;  ri ,  /-a, .  •  • ,  'm-i) •  H'  (w  —  1  Wi ,  ra, .  .  . ,  /•„_<) 

)•    =C+ií — 1 
u  ' 

=     S     (— l)'""-"+*P(í'+w— l;n,/-2,..../-«)-a>^M,r2,...,/-„)-^'("''-i,'-2,...,'-u) 
»•„='■« -1-1 

+ 

+       2      (— ^)''"  í^(í'4-í^— !;'■!' ^'2,.. •.'■«)  •'i'(''»''"l ,  '•2,...,/«-l)-^l''(«-, '■l,'"2,..o'u). 
r  =0 

On  a,  d'après  cela,  la  relalion 

u(« — 1) 

(6)        P(c+w-l).T(0)=      2       ^_jyi+'--24---+'-  2-p(,^^_l.,.,^,.2 ,.^) 

(c+«— 1 ;  u) 

•  P(?i,?-2,..., '•«)•*  (''O- *('■'' ''2) a>(''i,?-2,...,?-«)-T(«;n, '-2...., '•.,). 

oíi  le  svmbole  de  somnialion      2j      ^s*^  équivalent  à 

(c-)-u— 1;  u) 

S    E  •••"E    ■ 

r,=0  ).2=»-i+í  r^=í„_,-fl 

.le  me  passerai,  pour  ne  prendre  Irop  de  place,  de  dónner 
dans  ses  détails  la  dénionstration  de  cette  relation,  qu'on  peut 
dailleuis  obtenir  aisénient, 

II  sufVira  pour  cela  imiler  le  raisoiuieuient  d'induction  donné 
par  M.   GuMnEi.i.i  dans  les  pagcs    121    à    \'2'ò    de    son    Mémoire 
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cité^  rclativeinciil  ;i  la  fonction  particulière  (w, /j,  r^, .  .  . ,  ;■„).  II 
n'y  a  j)as  de  difficulté  à  éleiídre  poui'  la  T(m-,  ?i,  rá,.  .  .,  /•„)  le 
raisonnemeiU  lait  par  l;i  ponr  la  (w;  ri,  ?-2j  •  •  •,  ''u).  En  eíTet,  la 
dedans,    le    role  joué    par    le  produit    qu'on    v  va    considérer 

¥  (ri).V  (r-2) ^  ('"!í)j  dépend  exrlusivement  de  sou  invariabi- 

lité  pour  une  perniuLalioii  arbitraire  de  ?),  r-2, .  .  . ,  / ,;.  On  voit 
donc,  lout  de  suite,  coniment  soit  possible  généraliser  la  dénion- 

stration,  en  considéi-ant  le  pioduit  <l>(/|V<t>(/'i , /'s) <í>(''J? ''ív? '"«) 

qui  ne  cbang^e  pas,  lui  aussi,  lorsqu'on  va  pernmler  dune  façon 
quclconque  ri,  /->,.  ■  .,  /■„. 

•  _  ^  (     111    71'  C    C 

§  3.   La  relation  (6)  est.  applicable  a  la  fonction  (        '     '    ' 
En  eíTet,  si  nous  posons  pour  abréger 

F  ('•)  =  (Pr  +  Po)  (Pr  +  Pl)  ■  ■  ■  (Pr+Pn)  , 
,  .  I         1U     71'.  C    C        \ 

correspondamnient   a    la    fonction   (  '     '    '  \   considérée 

coninie  la  ^FíO),  on  aura  ^Po^  Ph  ■  •  ■  ^  pJ 

<I,(;-l)  =  F(n) 


'I'0'l,'-2) 


Pr,+pr, 


«I>(''1,  ''âj-  •  -,?•«) 


E(/-„) 


(  Pri  +  Pru)  {pr.2  +  /?r„)  •  •  •  (/Jr„_i  +  pr„) ' 

Par   conséquent,    si   nous   désignons  avec  z  (/), /g, .  .  . ,  rj  le 

j    .     j     u(u—l)„ 
produit  de  — ^— tacteurs 

(P^i  +Pr,) '  (Pri  +/>>•;,) (/>r,  +  pr,,)- 

•  (Pr-2  +  Pr:i) (pr.  +  /?r„). 


(Pru-i+pru), 
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011  (léduira,  de  la  relation  (6): 

/      m    7V  c    c      \  S^  .  _L,.  _L      j_,.  (m— l).(m-c+<) 

(7)      P(;/0.(      '"'''''^''     )=       S      (_l).'-'+'^+- ••+'"'-+• -2 

Voici     donc     explicitemcnt     Texpression     de     la     fonction 

/       Dl     71'  C    C      \ 

'     '    '         ),  savoir  Xordrc  de  la  variité  il(m^n\  c^d).   Cetle 
^  Pfí:Ph---,rn/ 

formule  (7)  avec  les  (3)  et  (i)  permeltra  aussi  d'écrire,  tout  de 
suite,  1'oidre  de  la  variété  íi[7n,  7i\  c,  [j. ;  d). 

Le  degré  de  généralité  de  la  question  proposée  ne  laisse  pas 
donner  aisément  des  expressions  plus  simples  ou  elegantes. 

§  4.  La  dimernioTi  de  la  variété  *-^  (;«,  n;  c,  ]).;,  í/)  générale  est 
représentée  par  le  degré  du  polynòme  des  pi,  /H,-  ■  ■ ,  Pn>  (li>i 
exprime  son  ordre;  elle  est  égale  a 

(7n  —  C-^í)  (271  —  771  —  C  +  2)     . 

^ 2 +  ^-^- 

§  5.  Au  sujet  des  variétés  engendrées  par  des  systèmes  liné- 

aires  projeclirs,  les  résultats  précédents  nous  pennettenl  (réii(»ii- 

cer  la  proj)Osition: 

.,  ,  ^  /    m,  7i:  c-,  d    \       .        ^  ,     ,       ,     ,. 

La  vanttc  BI  I ,  •«  m  <,  n,  resulte  de  (iimen$i07i 

(?n  —  c  4-  1)  (2n  —  w  —  c  +  2) 

et  d'ordre 

(     m,  n\  c^c    \ 

\ro,pi,-  ■  -iPn)' 

^  •        c\  l      m,7i\c:  d    \     ,     . 

Si  au    conlraire    m>n,    la    vanete    a  I  ]n  suite 

de  d  mi  r.  n  s  wn  1  Qi  P^i 

(n  —  c  +  1)  (2;;í  —  ri  —  c  +  2) 
2 
et  dordie 

//,  /// ;  r,  c 
Po^pi,-  ■  ■,Pm 


Pu 
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Supposons  que  riiypersurface  F,/,  possède  un  point  arbitraire 
Z,  de  coordonnées  Z(^,z^,.  .  . ,  z^,  avec  la  multiplicité  z;í  +  ^a,  ou 
pour  les  nondires  Çi  [i  =  O,  !,•••)  "'^^  (^",  "}J  peuvent  se  pré- 
senter  les  deux  cas  suivants: 

1'')  :;í  [/  =  O,  1, .  .  . ,  max  (m,  7i)1  sont  des  entiers  positifs,  zero 
conipris.      j 

2°)  ^i  —  ~-  L^  =  O,  1, .  •  • ,  max  (?n,  ra)]  sont  des  entiers  positifs, 

zero  conipris. 

Nous  pouvons   alors   trouver  la  nudtiplicilé  du  point  Z  pour 

/    ?n   n '  c '  (/    \ 
la  variété  O  '     '    '  .    En  effet,   avec  les  considérations 

\ /'o, yj|,. .  •,/>„/ 
qu'on  peut  trouver  développées  dans  deux  iNotes  de  M.  Giam- 
BELLi  laLe  variei  a  rappreseritate  da  una  mal  rice  genérica  ai  forme 
eco.)-)  «Rendic.  Pi.  Acc.  dei  Lincei»,  1905;  et  celle  déjà  citée  aSulle 
varieth  rappresentate  coWannullare  i  determinanti  minori  ecc.y) 
«R.  Acc.  di  Torino»,  1906],  on  aura  que  la  multiplicité  en 
question,  lorsque  n^m  est 


et  lorsque  m^n  est 


m,  n\  c^  c 


n,  m  ;  c,  c 


La    multiplicité    indiquée   est    égale    à    Tordre    du    cone    des 
droites  tangentes  dans  le  pomt  Z  a  la  H 

Ce    cone    est    encore    Ic    lieu    des    points    de    multiplicité 

(m-t-Ti  — V  — c-|-  1)  !  ,     ,  .,.  ^         ,  ,        ,     . 

de  la  variete  íormee  par  les  droites 


i.-c)\(m  +  n-2.+  \)\         ,    ^^^   ^.,^.^^    .         ^ 

tangentes  dans  le  point  Z  a  la  0  (        '     '     '        ),  oíi  v  =  min  (m,  ?i). 

^POJ  Ph-  •  ■  )Pnl 
■  '     ■    r^    í      ^^^í  '^\  <^:  (^      \  -  '111-  1 

La  variete  Hl  meine,  resulte  le  lieu  des  points 

\Po,Pl,---,Pn^ 

de  multiplicité  -—^ — ; ; — ^ pour  Ia  H 

1  (v_c)!(m  +  7i-2v+l)!Í  _       U,pi,...,/V 

Les  travaux  plusieurs  fois  cites  ci-dessus  laissent  déduire  en- 
core'bien  d'autres  résultats  pour  notre  malrice  svmétrique, 
mais  nous  ne  nous  attarílerons  pas  davantage  parce  qu'on  peut 
les  obtenir  sans  difíicultés, 

§  6.  Je  crois  plutòt  utile  de  rappeler  micux  Tattention,  quoi- 
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que  três  rapidement,  sur  les  liens  entre  Ia  théorie  des  varlétés 
représenlées  eu  égalant  a  zero  les  mineurs  d'une  matrice  de 
formes,  et  les  lieux  gcomclriíjncs  engendres  avec  des  projecti- 
vités  établies  parini  des  svslèiues  d'espaces. 

Considéions  dans  riiyperesj)ace  [</Jm-{-l  espaces  Rq,  Ki,...,  R,„ 
de  mènie  dimension  l,  conime  soutiens  de  m-\-\  hyporgerbes 
projeclives  d'espaces  [r],  ou  soit  O  -^K^c  <^d  et  c  —  t^^vi. 

Le  liou  des  points  U",  engendre  pai'  les  inlersections  (possi- 
bles)  des  [c]  homologues  dans  les  m  }-  I  hypergerbes,  est  la  va- 
riété  représentée  en  égalant  a  zero  tous  les  mineurs  d'ordre 
c  — 1-\-\  d'une  malrice  de  formes  linéaires  de  m -f  1  lignes  et 
de  d —  l  colonnes. 

Ola  subsiste  d'ailleurs  mème  pour  í  —  — 1,  savoir  si  Ton  va 
considérer  ???  +  1  espaces  "o,  ^i,  •  •  • , ''^ni  projectifs  entre  eux  et 
coincidants  avec  Thyperespace  [d\  Alors,  pour  0<^c<^;«,  le 
lieu  ^',  engendre  avec  les  intersections  (eventuelles)  des  espa- 
ces [c]  homologues  appartenant  aux  m-\-\  espaces  7:1, 1:2, ...,  rL„„ 
n'est  autre  chose  que  la  variété  repi'ésentée  par  Taunullement 
de  tous  les  mineurs  d'ordre  c-i-2  d'une  malrice  ile  formes  liné- 
aires de  w-j-l  lignes  et  r/ +  1  colonnes. 

Ainsi,  par  exemple,  relativement  h  rhypolhèse  /  =  — 1,  c'est 
remai'quable  le  cas  particulier  de  m=\.  On  oblient,  dans  ce 
cas,  (|ue  les  poinls  doubies  d'une  homographie  entre  deux  es- 
paces i  c/j  coincidants  jjcuvent  se  rejiiésenter  avec  une  matrice 
de  formes  linéaires  de  deux  lignes  et  d ~-  1  colonnes. 

Soient  justemcnt 

/;  =  aiOíro+«ii«i+...+  «,rfa;rf=0,     f  i  =  a  iQXQ-\-a'ax {-{-...-]  a' i^Xd=<ò 

(1=0,1,...,./) 

les  respectives  équations  des  hyperplans  t:,,  ::',(?  =  O,  1, ...,  r/), 
Icllcs  (pie  Zf,,  xi,.  .  . ,  "(/  soient  entre  eux  linéaircment  indéjicn- 
danls  et  la  mème  condition  soit  vérifice  pour  -j,, -'i,.  .  .^rJ^. 

Considérons  riiomographie  dans  laquelle  se  correspondent 
les  hvperplans  d'équations 

ou  les  d ^-  1  paramètres  \,  Xi,.  .  ., "/.,/  sont  les  mèmes  pour  cha- 
que  couplc  d"hvpci"|)lans  homologues.  Les  coordonnécs  des 
points  doubies  de  cette  honu)graphie,  annuleront  alors  tous  les 
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subdéterminants  (du  second  ordrc)  de  la  inatrice 

\\foí'i-'-f'dl 

Enfin,  pour  nionirer  encore  que  les  études  sur  Ics  inaliices 
devraient  justeinent  Houver  auprès  des  Géoinètres  une  considé- 
ration  bien  plus  grande  que  celle  dont  elles  jouissenl  à  pré- 
sent,  j'irai  conolure  avec  les  mots  suivants  de  M,  M.  Stuyvaert  (^}: 

La  Géométrie,  en  applujuant  la  thíorie  de  U íliminalion  entre 
deux  équalions  algébriques  nutilhe  gucre  que  la  condition  d'exis- 
tence  d^une  seule  vacine  commune.  Les  conditions  pour  que  les  équa- 
tions  aient  plus  d'une  racine  commune  peuvent  donner  ausn  des 
rêsultats  géométriques  intéressants. 


(')  Voir  le  tont  rócont  bca;i  MíMnoiro,  conromié  pui;  TAcaclrniie  Royíilp 
(Ic  lii  lielgiquo,  «Cí»7  élndcs  de  Gwmélrie  analytique».  «Móiii.  Soe.  K.  dea 
Scifiiccs  de  Liège,  (3),  7,  1!)07. 


NOTE  SUR  LE  PROBLÈIVIE  INVERSE  DES  QUADRATURES 


PAR 


Ed.  COLLIGNON 


Soit 

(1)  y-f{^) 

réquation  donnée  d'nnc  couibe  plane,  rapportée  ;i  deux  axes 
rectangulaires,  OX,  OY.  L'aire  il  de  cette  courbe,  prise  entre 
dcux  valeuis,  a  et  a?i,  de  Tabscisse,  est  représentée  par  1  inté- 
grale 

(2)  íf[x)dx^íl, 

et  le  prohlhnc  direct  des  quadruturcx  consiste  à  déterniiner  tí  cn 
íbnction  de  Tabscisse  Xi,  litnite  supéiieure,  cpic  Ton  peut  re- 
ffarder  comine  variable. 

Le  problrme  inverse  consislera  a  dclerninier  a:i  en  lonction  de  i2: 
c'est  la  question  que  nous  allons  examincr  dans  cette  note. 

II  arrive  frcqueinnient  dans  les  applications,  (|ue  la  fonction 
f{x)  ne  soit  pas  dcdnie  analvliqueinent.  Ellc  est  donnée  sur 
Tcpure  par  un  enseinble  de  ])oints  discontinns,  dont  chacun 
rcpond  a  une  liypothèse  parliculièrc ;  leur  ensenible  represente 
les  résultats  d'une  séiie  d'obsorvations  dont  on  cherche  la  loi. 
I/intcg^ralion  n'est  plus  alors  possible  avec  Ia  rií;ueur  f^éonié- 
tricnic,  et  ne  ])eut  èlre  obteniie  (ju'avec  une  approxinialion  plus 
on  nioins  satisfaisaiile,  Dans  ce  cas  les  niét bodes  giapbiíjues 
siniposenl,  et  lOn  est  bien  force  de  s'en  conrentci". 
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Nous  oommencerons  par  rappeler  quelques  príncipes.  Soit  AB 
une  droite  donnée, 
rapportée  à  deux  axes 
rectangulaires  OX, 
OY.  Proposons-nous 
de  déterminer  sur 
cette  droite  un  point 
M  tel,  que  le  trapèze 
OAMP,  compris  entre 
Taxe  OX,  laxe  OY, 
la  droite  AB  et  Tor- 
donnée  INIP  du  point 
M,  ait  une  aire  íl  don- 
née. 

Prenons  sur  OX  la  quantité  ON  telle,  que  le  triangle  OAN 
soit  équivalent  à  Taire  donnée  ii.  Les  droiles  AP,  MN  étant  pa- 
rallèles,  on  aura,  en  prolongeant  BA  jusqu'au  ])oint  F  oíi  cette 
droite  coupe  OX, 

Tp2  =  FO  X  FN ; 

et  par  suite,  il  suffit  de  faire  passer  un  are  de  cercle  par  les 
deux  points  O  et  N,  de  mener  à  cet  are  une  tangente  FH,  et  de 
rabattre  FH  en  FP  pour  déterminer  en  OX  le  point  P,  et  Tor- 
donné  PM. 

Le  rabattenient  de  FH  pouvent  s'efrectuer  dans  les  deux  sens, 
on  aurait,  sur  le  prolongement  de  FX,  un  second  point  P'  qui 
satisferait  aux  conditions,  et  qui  correspondrait  a  la  racine  né- 
gative  de  Téquation 

dans  laquelle  on  a  pose  />  =  FO,  <?  =  ON,  :r=OP.  Ou  en  dé- 
duit  les  deux  valeurs  de  x 

C.ette  méiliode  peut  ètre  ajjpliíjuée  par  approxiniati(ui  au 
pi"oblènie  qui  nous  occuj)e.  lAIais  revenons  au  cas  general. 

Nous  nous  pi"oposons  de  résoudre,  par  rapport  à  la  limite 
supéricure  jcí,  Téíjuation 


Xi 

f\x)  dx 
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íi  avant  une  valeiír  doiinéc.  Les  nióihodes  directes  de  quadra- 
ture  pourront  nous  conduii^e  a  délerniiiier  une  abscisse  x' ,  u 
laquelle  correspondia  une  aire 


/  (x)  c/x  =  íl' 


moindre  que  S2,  mais  lelle  cependant  que  la  diíTérence  Q  —  q'  =  oí 
soit  suíFisaninient  petite;  Ia  quantilé  co  será  la  corrcelion  ii  opé- 
rer  sur  Taii-e  incoinplète  q';  ce  qui  enlraine  une  akération 
OTi — x'  =  u  de  Tabscisse.  On  será  donc  ramené  à  résoudre 
Téqualion 

/  (x)  clx  =  (a  , 


dans  laquelle  la  diflerence  xi — x'  =  u  des  deux  limites  est  sup- 
posée  três  petite.  Pour  opérer  la  coirection,  on  peut  appliquér 
la  solution  graphique  indiquée,  en  observant  que,  dans  Tinter- 
valle  x',  Xi,  la  tangente  peut  en  general  ètre  substituée  à  la 
courbe. 

Soit  OG  =  £c'   Tabscisse   et   CD  =  ^'   Tordonnéc   du   point  D, 


Fig.  2 

ou  se  Icnninc  laire  Li  •  Prenoiís  ;i  ])arlir  du  point  C  le  scgment 
CK  tel,  que  le  triangle  Y)(AÍ  ait  |)our  aire  (o  la  quanlité  qu'il 
faut  ajouter  à  Li'  pour  Tornier  Paire  demandée  íi.  Si  nous  me- 
nt)ns  la  tangente  DM  au  point  D  de  la  courbe,  le  point  M  será 
sensibleuient  sur  la  courbe  et  sur  la  tangente,  puisque  nous 
sup|)osons  três  petil  Tare  DIM  ;  et  Tairc  ajoulée  ;i  Li'  par  le  tra- 
pèze  I)(>l^iM  aura  jiour  mesure  (d,  si  l'(in  (Iderminc  l("  point  V 
par  Tcqualion 

FP"  -  FC  X  FE  . 
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Le  seg;menl  FP  est  nioyen  proportionnel  entre  FC  et  FE;  mais 
si  le  point  F  est  suffisamment  éloigné  des  points  C  et  E,  on  peut 
a  la  movenne  proportionnelle  substituer  la  niovenne  aiúthiné- 
tique,  et  prendre  pour  P  le  luilicu  de  la  base  CE  dii  triangle 
additionnel.  L'erreur  comniise  dans  cette  sidjstitution  est  repre- 
sentée   sur   la    figure   par   1  aire   du  trianglc  DM'M,    c'est-;t-dire 

par  —  CDxMM,  soit  —dxdij,  quantilé  négligeable  en  general, 

Cette  conslruction  géométrique  répétée  peut  ètre  emplovée 

pour  le  partage  de  Paire  I  f(x)(/x  en  un  nondjre  p  d'élements 
superticiels  équivalents.    -' '" 

On  partira  de  Tordonnée  iniliale  de  Taire,  celle  qui  corres- 
pond  à  1'abscisse  a,  limite  infé- 
rieure,  et  Ton  determinera  Tor- 
donnée  PM  infiniment  voisine, 
sous  la  condition  de  rendre  la 
surface  comprise  entre  ces  deux 
ordonnées  égale  à  une  aire  dé- 
terminée  oj,  suffisamment  petite. 
On  refera  la  mème  ()j)t'ration 
pour  Tordonnée  PM:  elle  con- 
duira  ii  une  nouvelle  ordonnée  PM',  assurant  la  valeur  o:>  a  Taire 
interniédiaire.  Opérant  ainsi  de  proche  cn  proclie,  ou  forraera 
dans  Taire  de  la  courbe  une  série  continue  d'éléments  compris 
entre  deux  ordonnées  consécutives,  et  ayant  lous  pour  aire 
coninmne  la  quantité  co,  arbitrairement  choisie. 


Courbes  paraboliques 


Soit 


( I )         y  =  f{x)r=  Aa;'"  +  Bx-'"-'  +  Cíb'"-^  +  . . .  +  Pa?  +  Q 

Téquation  d'une  courbe  paiabolique  donnée,  de  degré  m;  on 
se  propose  de  découper,  par  une  ordonnée  finale,  une  aire  i> 
donnée,  commencant  à  Tabscisse  07=^0. 

Multiplions  par  dx  et  faisons  1  intégration.  Nous  aurons 


/o      n       /"ÍV   X  /        Aa?i'"-^'   ,    Ba;i'"-    ,   Ca-i»í-* 


I 


1 


Píci- 


On  aui'ait  íionc  ;i  résoudrc  1  équation  C^i,  (jui  est  án  (m-\-  I /"* 
degré  par  ra])poi't  ;i  X{.  On  j)cut  ai.>énicnl  la  ranicncr  au  degié 
VoL.  IV— N"  4  2 


'->I0 


m\  posons  en  eflbt 

et  supposons  cctte  coiirbe  conlroite;  si  noiís  y  associons  la 
rourbc 

(4)  zxi  =  ^, 

c'est-àdire  une  hvperbole  du  secoud  degré,  les  polnts  de  ren- 
contre  des  deux  ligues  feront  connailre  les  solutions  léelles  de 
Téquation  (2). 

II  esl  possible  d'aller  plus  loiíi,  en  ramenant  Tluperbole  (4) 
à  une  courbe  uni(|ue,  (jui  servira  par  tous  les  problènies  ana- 
logues  que  Ton  pcut  avoir  à  résoudre.  Posons  íci  =  ^  v  Q , 
y{=z.V9.,  et  subslituons  dans  les  équations  (3)  et  (4).  II 
viendra 

m—{  Dl— 2  «1—3 

^  ^  ni-{-\  m  m  —  1  2        y/  Q 

(6)  -.^=-1. 

Pour  déduire  Téquation  (5)  de  Téquation  proposée  (1),  on 
fait  subir  a  cbaque  ternie  de  ceile-ci  une  mènie  niodiíicalion. 
Le  ternie 

(I)  2/=.--  +  Via^"'~''+*  +  --- 

se  cliange  d'abord  dans  le  torme  eorrespondant  de  1  équa- 
tion  (3) 


(3)  5 


,._  ,  A;,_ia;"'-/'+t 


m  — p  -\-  2 
puis  dans  le  ternie  correspondant  de  réquation  (5) 

A/,_i(/2")»'-/'^'''-/'+i 


{^) 


*?  — 


m  —  p-^l 


Ouanl  ;t  TIin  perbolc  (.")),  elle  scrt  pour  tous  les  degrés,  et  peut 
étre  tracée  \\  ])ert,  au  moyen  (i'iin  í^abarit  universellenient  ap- 
plicable. 


•2l( 


On  peut  observer  ({ue  le  calciil  des  coefflcients  de  1  équa- 
tion  (5)  peut  se  faire  en  s"aidant  des  logarithiiies,  ce  qui  siin- 
plifie  les  operations. 


Applications  à  divers  exemples 

Dioite         y  =  Ax  +  B . 
On  construirá  la  droite 

(3)  ^-^+B, 

fp/il  faudra  couper  par  riivperbole 

(4)  zx  =  íí. 

Si  Ton  veat  réduire  les  lignes  par  Tapplication  du   printipe 
de  similitude,  on  posera 

(6)  -.^=1. 

Pnrabole  du  ^econd  degré         y  =  Aíc-  -j-  Ba;  +  C. 

{  Kx-  X 

(3;  et  (4)  3  2 

[zx  =  H; 
[  Al/Ti.,  ,  B^    ,     C 

(5)  et  (6)  3  2        /o 


Exameii  (rmi  fas  spécial 

Les  équations  fie  la  lorjue 
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o'esl-;i-dlrc  dout    le  second    nicnibre   est   un   nioiioine,    se  prè- 

lent  pour  la  quadiatuie  graphiquc  à  une  nolahle  simplification. 

Nous  appellerons  courbes  inonovics  Ics  tombes  représentées  par 

ces  équations. 

Suj)p()st)ns  d  abord  ni  positif.  L'ordonnéc  y  s'annule  pour 
X  ^  0.  Faisons  la  quadraturc  entre  les 
limites  íc=^0,  a?i  =  OP.  II  vient  pour 
laire  OMP  =  o, 


/o 


=  Atci»»  X 


m  -|-  1       m  -\-  \ 


Menons  la  tangente  MH  au  point  M.  Nous  aurons  pour  la  sous- 
tangentc  PH, 


HP = [y^^-^x = ^ 


et  Ton  a  par  conséqucnt 


"=(";-2/.) 


X 


7n-{-  \ 


prodiiil  de  Paire  du  rectangle  IH^MK,   conslruit  sur  Tordonnée 

1  r>         1  1       r  •  ^^ 

et  la  sous-tan^ente  Imales,  par  la  liaclion  ^ — . 


Supposons  en  second  lieu  que  m  soit  négatif.  L'ordt>nnée  a 
Torigine  de  la  courbe  n'est  plus  nulle,  mais  elle  devient  iníinie. 
Au  lieu  de  ])rendre  la  quadi'alui'c  entre  les  limites  O  et  j:i,  nous 
la  pi"cndrons  entre  deux  limites  a  et  ,T|  ,  ne  conqjrenant  pas  la 
valeur  zero,  (|ui  leiídrail  infini  rcIcincMl  iidx.  de  la  sonnne.  II 
vient  aloi's 


ydx 


'«4-1  —  /i'"+* 


m-f  1 


1 


Wí  +  1 


(a-iyi  —  ah) 


en  appelant  ?/i  lOrdonnée  correspondante  à  labseisse  a'i,  et  b 
rordoimée  correspondante  ;i  labseisse  iniliale  a.  L'aire  cber- 
cbée  s'exprimc  encore  par  ia  dillérence  des  rectangles  MPHK, 
jMP  II  K',    tonHiiiils    .iiix   d(ii\    c\l.\'-MÍlcs   de   Ia  siiriavc  ;i  éva- 
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luer,    sur  Tordonnée   et  la   sons  tangente   de   la  courbc    à  ces 
deux   ex tremi tés.    On    aura 
en  defini  tive 

o  =(rectanyle  MPIIK 
—  rectangie  M'P'H'K') 


m-\-  1 


en  observant  que  Tanalyse 

fait  negatives  les  aires   des 

deux  rectangles   indiquées, 

de  soi'te  que  laire  prise  en 

valeur    absolue     s' exprime     O      P' 

m 

par  la  fraction de  la 

m-\-\ 

diíTérence  des  rectangles,  cliangée  de  signe. 

Appliquons  cette  règle  à  IMiyperbolc  du  second  degré, 

y  =  —  =  li^x    ^ . 

Nous  aurons  en  prenant  la  soustangente 

dx 


y 


dy 


et  les  rectangles  a  former  ont  pour  mesure  constante, 
—  xxy  =  —  hr\ 

et  leur   difference   est  nulle.    D'un  autre   còté  Texposant  m  est 

egai  a  — I,  de  sorte  que  le  lacteur  nuuienque        —  a  une  va- 

m.  -\-  1 

leur  infiniment  grande,  L'aire,  prise  entre  deux  limites,  se  pré- 
sent  sous  la  forme  iiidétenninée  zíro  muUiplh  par  linfini, 
et  la  métilode  ne  s'appli(pie  pas  à  ce  cas  particulier.  On  sait 
d'ailleurs  que  Taire  de  Ibyperbole,  rapportée  à  ses  asvmptotes, 
s'exprime  par  la  íoiiction 


fi^-^X'l-<!)- 
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(•'esl  la  vraie  valeur  du  produit  indetermine  qu'on  vient  d'obte- 


nir. 


La  méthode  s'applique  sans  reslriction  a  rexponentielle  re- 
présentée  par  Téquation 

X 

y  ^=^  ke^  , 

pour  laquelle  nous  ferons  la  quadrature  à  partir  de  Tabscisse 
£C  =  — GO,  qui  annule  lordonnée  y.  11  vient 


I  ydx  =    khe  * 


La  quaiitité   ;i  retrancher  pour  tenir  compte   de  la  limite  infé- 
rieuie  est  nulle,  et  disparait  d'elle-mcme.  Or  on  a 


"^y     A  Ã 


-'     .  ydx       , 

ax        h 


dxj 


quantité  constante.  L'aire  cherchée  est  dono  égale  au  produit 


Q  =  Cí  *  X  /í  =  yOi , 

de  Torilonnée  finale^i  par  ia  sous  tangente,  qui  a  une  valeur  cons- 

tante  pour  toute  la  courbe.  Le  iacteur  numerique  ~  est  ici 

m-\-\ 

égal  à  Tunité,  ce  qui  corrcspond  a  une  valeur  infiniment  grande 

de  Texposant  m. 

En  dcfinitive  l'exponentielle  est  Tune  dcs  courbes  qui  se  pré- 

tent  le  mieux  ;i  1'évaluation 
de  Taire  KMP,  comptée  à 
partir  du  point  B  situe  à 
riníini,  jusqu'à  une  ordon- 
née  iMP  quelconquc ;  et  celle 
(jui  se  piète  le  mieux  aussi 
à  la  ííolutioii  du  prohlème 
inverse.  Si  l'on  veut  couper 
lexpontielle  par  une  or- 
donnéc  "MP  (pii  délerniine 
une  aire  llMl*  égale  a   une 

(|uantité  donné  íi,  comine  certc  aire  est  equivalente  au  rectangie 

MPIIK,  et  que  la  dimension  PH  de  ce  rectangie  est  constante 
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et  égale  a  ã,  il  suífít  de  diviser  l'aire  a  par  h,  ce  qiii  fait  con- 
naitre  l'ordonnée  MP  =  ?/|,   a  laquelle  il  faut  arrèter  la  courbe. 

On  peut  observer  que  la  laiij^enle  Mil  nienée  au  point  IM ; 
partage  Taire  RIMP  eii  deiix  paities  éqiiivalenlcs  H>!r\  RMH. 

Comine  cas  parliculier  ou  peut  aussi  appliquer  la  niéthode  à 
la  droite 


qui  passe  par  Toriíjiue.   Entre  les  limites  x  =  0,  x^X{ 
est  égale  à 

Q=— AíCi^, 


aue  <> 


c'est-ii-dire  à  la  moitié  du  rectangle  OPMK,  construit  sur  Tor- 
donnée  finale  PM  et  la  soustangente  PO. 

ni 


Le    facteur    numérique 


1 


m-\-  1 


prend  la 

valeur  — ,  puisque  1  exposant  m  est  égal 

à  Funité. 

Les  courbes  monomei^  y  =  Aa;"'  out 
d'autres  propriétés,  que  nous  étudierons 
dans  une  note  spéciale,  s'il  y  a  lieu. 


Fig.7 


Modifieatioii  de  la  iiuHIiode  lióiiéralc 
daiis  certaiiis  eas  partieuliors 


Un  exemple  simple  suffira  pour  montrer  comnient  la  mé- 
thode  peut  ètre  modifieé  dans  certains  cas  spéciaux  cpfon  ren- 
conlre  dans  la  pratique. 

Considérons  l'équation 


(1) 


y=ji{i^-^'^)^ 


qui  represente,  comme  on  sait,  la  courhe.  c/es  moments  flichissants 
(ia7u  une  pontrc  droite  poxíe  sur  deux  apposis  de  nivcau  A  et  B, 
et  chargíe  unifu/  /nínient  entre  ces  deux  appuis.  La  (|uantilé  /  est 
la  portée  AB  de  la  poutre,  et  f  est  la  lléche  de  la  parabole  au 
milieu,  valeur  maximum  du  inoment  fléchissant  développé  par 
la  charge. 
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A.U   licu    crappliqiiéc   la    inélhode   générale   au   problème  qui 

consiste  a  découper  une  aire 
donnée  <>  dans  la  jKirabole  par 
une  oi-donnée  Ml*  verlicale,  on 
j)cut  faire  rintégration  de  A  à 
P,  ce  qui  donne 

4/  /  Ix^       x^ 


1  —  —  ==  o 

3     /   '      " 


Traçons  sur  une  épure  la  droite 

(3)  -V-i^-A, 

et  conslruisons  sur  la  niènie  épure  Ihyperbole  du  troisième  ordre 

(4)  zxi-  =  lí}.. 

Les  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de  Ia  droite  auront 
pour  abscisses  les  racines  de  Téqualion  (2). 

On  peut  aussi  transfornier  ces  ligues  par  affinité,  au  lieu  de 
rccourir  li  la  siinilitude.  Posons 


£Cl 


^  V/í2\ 


f^. 


en   aj)})liquant  des   coeffieients   difFérents  à   cbacune  des  varia- 
bles  Xi  et  z.  II  viendra 

2/"        i  /Víi  ^ 


ç, 


et 

(4') 


1  , 


pour  Téquation  de  la  droite  et  de  riiyperbole  cubique;  celte 
dernière  courbe  ne  change  pas  avec  la  valeur  que  Ton  attribue 
ii  laiie  <». 

On  peut  encore  opérer  d'une  aulre  uianière  et  poser  .vi  =/u, 
en  rapjíortaiit  a  la  portée  /  les  abscisses  complées  sur  Ia  poutre 
AH.  L'é(}uation  a  résoudre  devicnt 


(2") 


U^ U    ^^  W  \   1 U  ]  =  7  , 

'3  \       3   /      2/r 


2f7 


de   sorte   que   le   problème   consiste  à   clierchcr  la   valeur  de  u 

O 
qui    rend    Ic    preniier   mcnibre    ògal    à    -~~t  ,    (juantité    connue. 

Comine  u  ne  peut  varier  cjue  de  O  à  1,  on  arrive  três  rapide- 
ment  h  dresscr  nne  tablc  des  valeurs  du  preniier  nienibre,  et 
1  inspectioii  de  cette  table  donne  sur  le  ohanip  la  valenr  cher- 
chée.  La  lonction  étant  du  troisiènie  degré,  ses  différences  troi- 
sièmes  sont  constantes,  et  la  ta!)le  pent  ètre  dressée  en  quelqnes 
instants,  en  ne  faisant  que  des  additions. 

On  pourrait  imaginer  encore  d'autres  nianières  d'opérer. 
Cet  exemple  inontre  comnient  la  méthode  générale  peut  se  plier 
aux  circonstances  particulières  (ki  pro])leme  qu"on  a  ;í  resoudre. 

Tal)le  des  valeurs  de  la  fouctioii 


■%t~[l M 


entre  les  valeurs  ?<  =  O  et  «í  =  1 


u 
0 

V 

Observations 

0,00000 

0,1 

0,00933 

0,2 

0,03466 

0,3 

0,07200 

0,4 

0,11733 

0,5 

0,166G6 

Point  dlnilexion :  aire  =  -^  X  2fl. 

0,G 

0,21600 

0,7 

0,26133 

0,8 

0,29866 

0,9 

0,32400 

1,0 

0,33333 

aire  totale  du  yci;iiieiit  paniboliquc : 

1-/'- 

L'ordonntíe  V  est  nulle  pour  ?<:^0,  racine  double,  et  pour  n  =  —, 

3  3 

L'aire  de  la  parabolc  devicnt  nulle  pour  m=-^,  ou  pour  xz=  —  l    par 

raddition  des  aires  iiégatives  au  dela  de  u^=X. 


NOTE  SUR  QUELQUES  lYIAIYIIYIIFÈRES 

DE  LAFRIQUE  OCCIDENTALE  CAPTURES  PAR  FR.  NEWTON 

EN  1905  ET  APPARTENANT 

AU  MUSÉUIYI  DHISTOIRE  NATURELLE  DE  PORTO 


PAR 


A.  F.  DE  Seabra 


Oiiu.   CIIIROPTERA 

1.  Epomophorus  gambianus  (Ogilby). 

a  }  ad.  INlossaniedes. 

2.  Epoviopliorux  comptm^,  Allen. 

a  ?  ad.  Mossamedes. 
Cest  une  espèce  assez  rare  dans  les  IMuséuins  et  cmieuse  par 
sa  resseniblance  avec  \v^  Cyiionycleris. 

3.  Hippoúderus  fuliginosa  (Temm.). 

a  ^  ad.  IMossamedes. 

4.  Hipposiderus  caffra  (Sund.). 

a  (j  Mossamedes. 
Nous  avons  eu  ([uelques  doules  sui-  la  délerniination  de  oet 
exem})laire  qui  diflèrc  un  peu  des  types  de  respòee  existants 
dans  les  colleetions  du  Muséuui.  IMr.  le  Prof.  Oldfield  Thoinas, 
que  nous  avons  consvilte  sur  ce  sujet,  croit  qu'il  s'agit  vraiinent 
de  V H.  caffra,  puisíjue  eelte  espèce  est  sujeite  a  des  variations 
dans  le  sysiènie  des  leuilles  nasales  et  dans  la  eouleur  du  pe- 
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la^e,  ainsi  que  Mr.  Andersen  le  fait  remarquer  dans  un  travail 
publié  dans  les  Jnn.  Mag.  X  //.,  1906,  pp.  27(5-277. 

Chez  notre  exempUiiie  les  plis  secondaires  des  appendices 
nasaux  se  réunissent  sur  le  devant.  Le  peiage  est  d'un  gris  blan- 
châtre  en  dessous  et  en  dessus  et  recouvre  presque  entière- 
ment  la  partie  postérieure  des  oreilles.  Les  plis  antérieurs  du 
palais  forment  des  angles  obtus,  les  postérieurs  sont  droits. 
Chez  d'autres  exeniplaires  de  \' H.  cajfra  que  nous  avons  exa- 
mines, les  plis  antérieurs  du  palais  sont  courbes. 

Dimensions  :  —  Tète  19  mil.,  oreil  12  mil.  (hauteur  prise  pos- 
térieurement)  avant  bras  44  a  4  5  mil.,  pouce  ô  mil.,  tibia 
19  mil.,  pied  7  mil.,  calcanéum  9  mil. 

5.  Nicteris  capensh,  Smith. 

a  Ç  ad.  Mossamedes. 
var,  fuliginosa,  Peters? 
a  r5  ad.  Mossamedes. 
Nous  ne  trouvons  pas  une  grande  diíTérence  entre  le  tragus 
et  les  prémolaires  inféricures  de  cet  exemplaire  et  de  celui  que 
nous  avons  considere  comme  type  de  Tespèce.   II  presente  ce- 
pendant  la  fourrure  d'une  couleur  fauve  parfaitement  compa- 
rable  a  celle  des  types  plus  caractéristiques  du  H.  fuligijioxa. 

6.  Nycteris  tkebaica,  E.  GeoíF. 

a.  b.  ^  Ç,  Cazengo. 
c,  Ç,  Mossamedes. 

7.  Nycleris  hispida  (Schr.). 

a.  á,  Mossamedes. 

8.  Vésper tilio  sp.? 

a.  (í,  Mossamedes. 

9.  Scotophilus  iorbonicua  (E.  GeolL). 

a,  Ç,  Mossamedes. 

10.  Taphosous  viauritianus  (E.  Geoíí".). 

a.  b.  $  Ç,  Mossamedes, 
Ces   deux   exeniplaires   apartiennent   ;i    la    variété    cinerascens 
que  nous  avons    décrile  dans   le  Jorna/  de  Scieiícias  Mathema- 
licas,  Physicas  e  Natura  es,  tomo  iv,   1900,  p.   12. 

11.  yyclinomus  linibaLus  (Pet.). 

a.  Ç,  Mossamedes. 
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12.  Macroscelidcs  rupestris,  A.  Smilh. 
a.  h.  $  i,  Bahia  dos  Tigres. 
c.  d.  $  2,  Mossamedes. 


OuD.   RODENTIA 

13.  Myoxus  (Elyomh)  murinus,  Desm. 
a.  5,  Mossamedes, 

Í4.  Gerbilus  validus,  Bocage. 
«,  ^  ad.,  Bahia  dos  Tigres. 

15.  Mus  norwegicus,  Erxleb. 

flt,  Ç  ad.,  Bahia  dos  Tigres. 

16.  Cricetomys  gambianus,  Waterh. 
íi,  l>,  (?,  ?,  Bahia  dos  Tigres. 

17.  Arvicantliif,  vil  tatus,  Wag. 

a.  9,  Mossamedes. 

18.  Golu7uIa  falax,  Peters. 

a.  ^  ad.,  Bahia  dos  Tigres. 
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Augusto  Nobre 


II 

MONOGRAPHIE  DES  FAMILLES  SUCCIMD.E  ET  AUBICUUD.E 


Fam.  V  — SUCGINID^ 

Aniniaux  a  corps  Irapu  ou  liiuaciforine,  pourvus  d'une  co- 
quille  externe,  dans  laquelle  ils  rentrent  plus  ou  moins  complè- 
tement,  ou  interne;  tentacules  supérieurs  cylindriques,  assez 
courts,  tentacules  inférieurs  li'ès  peu  développés  ou  invisibles. 
Màchoire  surmontée  pai'  une  plaque  accessoire  quadrangulaire; 
radule  a  dent  centrale  tricuspidée,  dents  latérales  de  la  inènie 
grandeur,  bicuspidées  ou  ti-icuspiclées;  dents  niarí^inalcs  niul- 
ticuspidées;  coquille  externe,  ÍVagile,  paucispirée,  oblongue  ou 
aurifonne,  a  ouverture  grande;  coíjuille  interne  aplatie,  petite 
ou  ovale,  ari"ondie,  mince. 

La  lainille  des  Succinidíc  est  repiésentée  en  Portugal  à  peine 
par  un  genre. 

Coquille  ovale-allongre  ou  oblongue,  fragile,  mince,  translú- 
cida ou  jaune  ambróe,  iinperloiéc,  à  spiíe  coniposéo  de 
touis  peu  nonibreux;  ouveiturfi  plus  ou  moins  grande,  el- 
liptique  ou  ovale;  coluraolle  simples,  trunclrante,  péris- 
tome  non  léflcxi  G.  Succinea. 


0'>0 


Le  genre  Succinea  comprend  cleux  espèces: 

Coquille  petite,  ovale-oblonguo,  fragile,  u  tours  assez 
aiTOndis  et  à  ouverture  ovale 

Coquille  oblongue,  allongée,  fragile,  translúcido  ou  à 
couleur  ambrée ;  ouverture  ivbs,  grande,  anguleuse  su- 
périeurement;  tours  snpérieurs  três  petits  et  peu  ar- 
rondis,  le  dernier  tour  três  gr  and 


S.  oblonga,  Drap. 


S.  elegans,  Risso. 


Succinea  oblonga,  Draparnaud 
PI.  I  — Figs.  1,  2 

Succinea  oblonga,  Drap.,  Tabl.  Moll.,  p.  56  (1801)  —  Hist. 
Moli.,  p.  59,  pi.  3,  f.  24-25  (1805)  —  Graells,  Mol.  Espana, 
p.  2  (1846)  — Dupuv.  iMoll.  de  France,  v.  I,  p.  71,  v.  II,  pi.  1, 
f.  9  a-b  (1847)  — Gassies,  :\1<)1I.  Agenais,  p.  71  (1849)  — Mo- 
quin-Tandon,  ÍMolI.  France,  2^  p.  61,  pi.  7,  í".  32  38  (1855)  — 
Jeílreys,  IJiit.  (>oncliol.,  v.  I,  p.  154,  v.  II,  p.  157,  pi.  viii,  í".  6 
(1862)  — Grognot,  Moll.  Saone-et-Loire,  p.  lO  (1^63)  — Ha- 
genimillcr,  Moll.  Alsace,  p.  8  (1872)  —  Rossiniissler,  Iconogr., 
7^  p.  84,  pi.  204,  r.  2080-2083  (1879)  —  Statuti,  Moll.  Prov. 
Romana,  p.  83  (1882)  —  Pollonera,  Moll.  I»ienionte,  p.  29  (1885) 
—  Nornian,  Rev.  Rrit.  Moll.,  p.  339  (1890)  —  SharlI",  The  Irish 
Moll.,  p.   16  (1892). 

Succinea  abbieviala,  IMorelet,  Moll.  Portiij^al,  p.  54,  pi.  5,  f.  4 
(1845)  — Hidalgo,  Mol.  ter.,  p.  217  (187  5)^— Rossniiissler,  Ico- 
nogr.,  7^  p.  76,  pi.  204,  f.  2085  (1 879)  —  Locard,  Conclivl. 
port.,  p.   10  (1899). 

Animal  à  corps  épais  et  tiapu;  tenlacules  supérieurs  cylin- 
driques,  courts  et  légerement  coniques,  iin  peu  renflés  à  Tex- 
tremité;  les  inférieurs  réduits  à  des  petits  mamelons*,  pied 
oblong,  arrondi  ;i  rcxtremité  postérieure  et  assez  larí^e  à  la 
partie  antérieurc.  Corps  d'un  pâle  jaunàtre,  un  peu  noiràtre 
sur  le  dos,  grisâtre  et  parfois  chagriné,  et  pigmente  de  noi- 
ralre,  avant  deux  ligues  de  taches  plus  noires  sur  le  cou. 

Coquille  ovale,  un  peu  allongée,  fragile,  assez  mince  et  un 
peu  transparente,  d'un  jaune  corne.  Sj)ire  com]>osée  de  trois  ;i 
quatre  tours  assez  arrondis  et  tortlus:  suture  bien  niarquée; 
surface  ornée  de  stries  três  fines  et  un  peu  flexueuses  au  des- 
sous  de  la  suture  du  dernier  tour;  ouverture  ovale  et  anguleuse 
à  sa  ])artie  supcrieure,  ;i  bord  mince-,  columclle  iuclince,  faible- 
nient    épaissie    et    un   peu  sinucusc    vers    son    milieu.    Ilauteur 
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Syn.  Helix  elongata,  Studer;  Amphibulina  elongata,  Hartmann; 
Cochlorydra  elongala,  Férussac;  'Japac/a  ohloniía,  Studer;  Helix 
buccinum,  Schw. ;  Succinea  Droueti,  Dum.  et  Morlil.;  Succinea 
humilis,  Drouet. 

Hab.  Traz-os-Montes;  habite  une  piairie  des  environs  de  Bra- 
gança (Morelet).  Bords  dii  ruisseau  qui  traverse  la  ville  de  Bra- 
gança (Nobre). 

Morelet  n'a  trouvé  qirun  seul  exemplaire  sur  lequel  il  à 
établi  sa  nouvelle  espèce.  Cette  forme  n'est  toutefois  rara  sur 
les  bords  du  ruisseau,  sur  la  terre  et  parmi  les  plantes,  avant 
quil  traverse  la  ville.  D'après  Texameii  de  plusieurs  exemplaires 
nous  nous  sommes  convaincus  qu'il  s'agit  de  la  S.  oblonga.  Ses 
caracteres  correspondent  a  la  variété  humilu,  Drouet,  Elle  est 
génèralement  plus  ovale,  d'une  couleur  jaune  cornée  et  plus 
petite,  mais  on  trouve  des  exemplaii'es  plus  allongés  et  a  spire 
plus  aigue.  Chez  plusieurs  exemplaires  que  j'ai  examines,  pro- 
venant  dautres  pays,  j'ai  trouvé  aussi  quelques  uns  à  spire  plus 
ovale  et,  en  general,  ayant  des  dimensions  égales  à  celles  des 
échantillons  portugais.  Lexcmplaire  recueilii  par  Morelet  a  Bra- 
gança ne  niésurait  que  4  m.m.  de  longueur  et  3  de  diamètre.  Nos 
exemplaires  présentent  une  longueur  de  5  '/s  'ii.'ii-  et  4  Y^  m.m. 
de  diamètre.  lis  ont  Taspect  d'une  petite  Limncea  vus  par  la 
face  dorsale. 

(^omme  nous  Tavons  déja  falt  remarquer,  cette  espèce  habite 
les  bords  du  ruisseau  qui  traverse  les  prairies  à  1  aval  de  la 
ville.  Jeflreys  avait  fait  remarquer  déja  lidentilé  de  Tespèce 
établie  par  IMorelet  avec  cette  espèce.  Scharff  [^rhe  Irish  Moll., 
p.  16)  indique  cette  espèce  comme  vivant  en  Portugal. 

Succinea  elegans,  Risso 
n.  I  — Figs.  3-12,  10-18 

Succinea  elegans,  Risso,  Ilist.  nat.  Europ.  mérid.,  v.  IV,  p.  ,S9 
(1826)  — Moquin-Tandon.  Moll.  France,  2S  p.  646  et  59,  pi.  YII 
f.  8-31  (1855)— Jeffreys,  Brit.  Conchol.,  v.  I,  p.  153,  v.  Y, 
p.  156,  p.  VIII,  f.  5  (1862)— HagenmuUer,  Moll.  Alsace,  p.  8 
(1872)  — Rossmássler,  Iconogr.,  VII,  p.  71,  pi.  203,  f.  2065-70 
(1879)  — Norman,  Rev.  Brit.  Moll.,  p.  337  (1890)  —  SharíT, 
The  Irish  land  and  ÍVcsh.  moll,,  p.   16  (1892). 

Succinea  elegans,  var.  longiscata,  Morelet —  Baudon,  Monogr. 
Succ.  franc,  p.  58,  pi.  IX,  f.  2  (1877). 

Succinea  Pfeiffeii,  Rossmiis.,  Iconogr.,.  I,  p.  96,  pi.  2,  f.  46 
(1835),    V.   Vn,    p.    70,    pi.   202,   f.  2060-63   (1879)  — Dupuy, 
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Moll.  France,  v.  I,  p.  73,  v.  II,  pi.  1,  f.  12  a-c  (1817)  — Gas- 
sies,  Moll.  Agenais,  p.  70  (18í!J)  —  Groonot,  Moll.  Saone  et 
Loire,  p.  U)  (I8G3)  —  Flidalgo,  Hojas  malac,  p.  18  (1870)  — 
Luzo,  Moll.  teiT.  fluv.  Porliigal,  p.  180  (1871)  —  Cat.  iconogr., 
p.  218  (1875)  — Boíill,  Moll.  Barcelona,  p.  4  (1879)  — Pollo- 
nera,  Moll.  Piemonte,  p.  29  (188,V)  —  Nobre,  Moll.  Coimbra, 
p.  13  (188G). 

Succinea  Pfeiffen,  var.  brevispina,  Baudon,  Monogr,  Suco. 
franc,  p.  44,  pi.  8,  f.  3  (1877). 

Succinea  amphibia,  Draparnaud,  Hist.  des  Moll.,  p.  58,  pi.  3, 
f.  22  (1805)  — Morelet,  Moll.  Portugal,  p.  52  (1845)  — Graells, 
Mol.  Espana,  p.  2  (184G). 

Succinea  vi>-escens,  Morelet,  Moll,  Portugal,  p.  53,  pi.  V,  f,  3 
(1845)  —  Hidalgo,  Cat.  iconogr.,  p.  218  (1875)  —  Rossmâssler, 
Iconogr.,  Vil,  p.  77,  pi.  204,  f.  2088  (1879)  —  Conchvl.  por- 
tug.,  p.  8  (1899). 

Succinea  lo7igiscala,  IMoi'elel,  Moll.  Poitugal,  p.  51,  pi.  V,  f.  1, 
(1845)  — Dupuy,  Moll.  France,  v.  I,  p.  75,  v.  II,  pi.  í,  f.  11 
a-b  (1847)  —  Ilidalgo,  Cat.  iconogr.,  p.  218  (1875)  —  Piossmils- 
slcr,  Iconogr.,  VII,  p.  71,  pi.  203,  f.  2068  (1879)  —  Locard, 
(>oncl)yl.  portug  ,  p.  4  (1899). 

Succinea  debilis,  l^feiner,  no?i  Morelet,  Ilossmassler,  Iconogr., 
VII,  p.  73,  pi.  204,  r.  2070  (1879)  —  Bourguignat,  Maluc.  Al- 
gérie,  I,  p.  65,  pi.  3,  f.  32-35  (1864)  —  liaudon,  Monogr.  Succ. 
fVanc,  p.  177,  pi.  9,  f.  4  (1877)  —  Locard,  Concli.  portug., 
p.  7  (1999). 

Animal  d'une  couleur  jaunntre  ])lus  t)u  monis  loncée,  par- 
semé  de  petits  points  noiràtres;  corps  oblong  et  épais;  tenta- 
cules  supérieurs  petits,  cylindricpics;  tentacules  iníérieurs  ré- 
duits  à  des  petits  mamelons;  |)ied  arrondi  antérieurcment  et 
oblus  à  la  partie  postéi-ieure. 

(>()quille  ovale  allongée,  paríois  eflilée,  ÍVagile,  opacpie  ou  un 
peu  transparente,  a  stries  plus  ou  moins  fines  et  ])a!allèles, 
dernier  tour  Ires  développé,  occupant  à  lui  seul,  prescpie  la 
totalilé  de  la  coquille,  les  deux  premiers  tours  arrondis,  três 
réduits,  plus  ou  moins  tordus.  courts  ou  allongcs;  suture  bicn 
marquée;  ouverture  allongée  à  angie  supéiieur  aigu,  inféiieure- 
ment  arrondie  ou  un  peu  dilatée;  columelle  légèrement  courbe, 
à  callosité  supérieure  ])lus  ou  moins  sensible;  couleur  plus  ou 
moins  ambrée,  jaunâli"e  claire  ou  légèrement  brunàtre;  hauteur 
(de  rexemplaii'e  le  plus  dévelop|)é  (jue  nous  avons  examine) 
17  m.m.,  diam.  8  m.m. 

Mab.  Douro.  Fnvirons  de  Porlo  (Luso,  PSobre,  Castro);  La- 
vadores   (G.     Samjiaio,    INobi-e);    environs    d  \veii'o    (Castro); 
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Coimbra  et  enviroiis  (A.  Giraldes,  Nobre,  Castro);  Condeixa 
(A.  Giraldes);  Soure  (Nobre). 

Beira-Baixa.  Seriiaclie  do  Roínjardim  (Castro), 

Extremadura.  Leiria,  S.  iMartinlio  do  Porto  (ISobre);  Caldas 
da  Bainha  (.Mengo,  Coll.  Mus,  Bocage).  Plaine  du  Tage,  aux 
environs  dA/anibuja  (Morelet,  Mengo,  Nobre);  Villa  Nova  de 
Aleniquer  (Morelet):  rivière  Alinonda,  prés  Torres  Novas  (J. 
dos  Beis  Júnior);  Algés,  Cruz  Quebrada,  bords  des  rivières 
affluents  du  Tage,   prés   Lisbonne  (Nobre). 

Alemtejo.  Bords  huniides  du  Sado,  rivière  Charraina  (More- 
let);, Elvas  (Nobre), 

Algarve.  Bords  d'un  i'uisseau  à  uii  quait  de  lieue  de  Faro 
(Morelet);  Faro  (Castro,  Nobre);  Olhão  (Nobre), 

Vit  sur  les  plantes  et  la  terre  bumide,  au  bord  de  Teau; 
assez.  abondante. 

On  sait  comnie  les  Succinea  sont  extienieinent  variables.  Les 
formes  de  la  spire  et  de  louverture  ne  sont  pas  constantes.  La 
spire  cst  allongée  ou  raccourcie,  à  lours  plus  ou  monis  arron- 
dis;  l'ouvertuie  est  plus  ou  nioins  anguleuse  ii  la  parlie  supé- 
rieui'e;  la  forme  de  la  base  de  Touverlure  varie  constamment 
ainsi  que  la  columelle. 

Pas  plus  que  la  forme,  la  couleur  n'est  aussi  à  peu  prés 
constante;  on  trouve  des  exemplaires  dun  jaune  blancbâtre, 
d'autres  d' une  couleur  ambrée  ou  noirâtre, 

.le  n'ai  pu  réussir  a  établir  des  diílérences  spécifiques,  grace 
à  la  série  suffisamment  nombreuse  d'exemplaires  que  j'ai  pu 
étudier;  toutefois  si  je  n'avais  eu  à  examiner  que  des  exeni- 
plaiies  des  environs  de  Porto  et  du  sud  du  pays,  de  Faro  et 
de  Olhão,  qui  ont  servi  \\  Morelet  pour  établir  sa  S.  longiscata, 
je  n'aurais  pas  hesite  á  constituer  deux  espéces.  Ces  formes  se 
relicnt  tellement  par  des  intermédiaires,  les  caracteres  spécifi- 
ques n'étant  pas  constantes,  que  je  suis  amené  a  les  envisager 
comme  d  une  role  sécondaire  dans  cette  espéce,  comme  d'ail- 
leurs  a  été  déjã  reconnu  par  quelques  naturalistes, 

Je  veux  donc  signaler  seulement  les  différences  que  j'ai  re- 
marquées  chez  des  cxemplaii"es  rccueillis  dans  les  localités  sui- 
vantes, 

Environs  de  Porto:  Foz  do  Douro,  Leça  da  Palmeira  et  route 
marginale  du  Douro.  Exemplaires  petits  el  de  couleur  jaUne 
verdàlre.  J'ai  trouvé  aussi  cette  forme,  qui  est  la  plus  commune 
aux  environs  de  Porto,  a  Azambuja,  prés  Lisbonne,  (Figs,  3-4). 

Algarve:  Faro  et  Olhão,  Exomplaiics  s'aci()rdant  avec  la  dia- 
gnose de  Morelet  pour  sa  S.  longiscatti ;  spire  allongée,  co- 
nique,  tordue;  ouverture  nnguleuse  à  la  j)artic  supéiieure; 
VoL  IV  —  N.°  4  a 
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columelle  à  peu  prés  droite,  ou  légèrement  arquée;  couleur 
ambrée.  Chez  quelques  exemplaires  la  spire  se  raccourcit. 
(Figs.  5-6). 

Envtrons  de  Lisbonne:  Cruz  Quebrada.  Exemplaires  sembla- 
bles  a  ceux  de  Olhão,  mais  plus  petits, 

Azambuja:  J'ai  trouvé  ici  des  exemplaires  comme  ceux  de 
Olhão,  mais  à  couleur  plus  claire  ét  d'autres  a  forme  courle  et 
plus  ovale  comme  ceux  des  environs  de  Porto.  (Figs.  9-10). 

Caldas  da  Rainha:  exemplaires  se  rapprochant  par  la  forme 
à  ceux  des  environs  de  Lisbonne  mais  à  couleur  jaune  claire. 

S.  Maitinho  do  Porto:  Coquilles  à  spire  effilée,  plus  petites 
que  ceux  de  TAlgarve. 

Environs  de  Coimbra:  Exemplaires  semblables  à  ceux  de  1' Al- 
garve. 

Je  n'ai  pu  trouver  en  Portugal  la  S.  putris  (L.)  lypique,  bien 
que  plusieurs  auteurs  considérent  la  S.  oblonga  comme  une  va- 
riété  de  la  S.  putris. 

Sous-ordre  II  —  Gehydrophila 
Fam.  VI  — AURIGULIDíE 

Les  animaux  de  celte  famille  sont  terrestres,  peuvent  vivre 
au  voisignage  des  eaux  douces  et  saumâtres,  ou  sont  exclusive 
ment  marins.  lis  sont  pourvus  d'une  coquille  à  cloisons  internes 
résorbées  ou  non,  fragile  et  translúcido  ou  três  épaissie,  à  ou- 
verture ornée  de  plusieurs  dents;  la  columelle  est  plissée  ou  a 
péristome  continu,  simples  et  tranchant. 

L'animal  peut  rentrer  complètement  ou  non  dans  la  coquille; 
le  pied  est  obtus  aux  deux  extrcmités,  arrondi  ou  tronqué  an- 
térieurement  et  simples  ou  bifide  à  lextrémité  postérieure.  Yeux 
sessiles,  placés  à  la  base  des  tentacules,  parfois  faisant  défaut; 
tentacules  cylindriques  ou  coniques,  parfois  gros  et  longs. 

IMàchoire  conslituée  par  des  faisceaux  fibieux;  radule  com- 
posée  de  series  de  dents  petites  et  élroites;  dcnt  centrale  tri- 
cuspidée  et  pelite;  dents  lalérales  iricuspidées,  aussi  bÍ€n  que 
les  marginales. 

La  famille  des  Auriculidae  est  représentée  en  Portugal  par 
plusieurs  genres,  dont  à  peine  le  genre  Carychium  est  terrestre. 

Coquille  três  petite,  hyaline,  pupiforine,  composée  de 
cinq  tours  de  spire,  arrondis;  ouverture  ovale  uu  peu 
allongée,  ornée  de  1  ou  2  dents  sur  la  columelle  et  une 
Hutre  sur  ic  bord  externe;  péristome  réflcxi  G.  Carychium. 


09' 


G.  Carychium,  O.  F.  MúUer 

Ce  geme  n'est  represente  en  Portugal  que  par  une  seule 
espèce. 

Carychium  minimum,  Miiller 
PI.  I  —  Figs.  13,  14 

Carychium  lyuniinum,  Múller,  Verm.  Hist.,  pi.  II,  p.  125  (1774) 

—  Graells,  Mol.  Espana,  p.  10  (1846) — Dupuv,  Moll.  France, 
p.  427,  p.  XXI,  f.  1  (1847)  —  Gassies,  Moll.  de  TAgenais,  p.  143 
(1849)—  Moquin-Tandon,  Moll.  France,  v.  II,  p.  413,  pi.  XXIX, 
f.  15-26  (1855)  — Jeffreys,  Brit.  Conch.,  v.  II,  p.  300,  pi.  VIII, 
f.  1-3;  V.  V,  p.  162.  pi.  XVIII,  f.  4  (1862-69)— Grognot,  Moll. 
de  TAisne,  p.  13  (1863)  —  Hagenmuller,  Moll.  d'Alsace,  p.  24 
(1872)  — Luso,  Moll.  ter.  fluv.  Portugal,  p.  65,  (1872-73)  — 
Hidalgo,  Mol.  terr.,  p.  185  (1875)  — Statuti,  Moll.  Prov.  Ro- 
mana, p.  84  (1882)— PoUonera,  Malac.  Piemonti,  p.  30  (1886) 

—  Sharff,  Irish  land  and  fresw.  moll.,  p.  16  (1892)  —  Rossmàs- 
sler,  Iconogr.,  p.  21,  pi.  CCXVI,  f.  13-70  (1897)  — Locard. 
Conchyl.  port.,  p.  156  (1899). 

Aurícula  minima,  Drap.,  Hist.  Moll.,  p.  57,  pi.  III,  f.  18, 
A.  minuta  (1805)  —  Morelet,  Moll.  Portugal,  p.  76  (1845). 

Helix  carychium,  Gm.,  Syst.  Nat.,  ed  XII,  p.  3665  (1788). 

Bulimus  minimus,  Brug.  —  Poiret,  (^oq.  fluv.  et  terr.,  p.p.  48 
et  49  (1801). 

Turbo  carychium,  Malons  and  Racketl's,  Brit.  Test.,  p.  184 
(1808). 

Aurícula  gracilis,  Morelet,  Moll.  Portugal,  p.  76,  pi.  VII,  f.  3 
(1845)  — Hidalgo,  Mol.  terr.,  p.  184  (1875)  —  Nobre,  Moll. 
Coimbra,  p.  13  (1886)  —  Rossmâssler,  Icon.,  v.  p.  23  (1897). 

Coquille  três  petite,  pupiforme,  ovale  acuminée,  sommet  obtus, 
hyaline,  dun  blanc  laiteux  après  la  mort;  spire  composée  de 
cinq  tours  arrondis,  dont  le  dernier  est  plus  grand  que  moitié 
de  la  roquille,  ornée  de  slries  légèrcment  inclinées  et  flexueu- 
ses,  pressées  et  paralléles,  quelquefois  lisse;  suture  profonde; 
ouverture  ovale,  un  peu  allongée,  ornéc  de  trois  dents,  dont 
une  aigue  et  placée  a  Ia  partie  supérieure,  prés  de  la  columelle, 
une  autre,  émoussée,  au  bord  interne  de  la  columelle  et  la  troi- 
sième  placée  dans  le  bord  interne  du  labie,  grosse  et  courte; 
péristome  réflechi  et  un  peu  épassi;  hauteur  2  m.m.,  diam. 
1   m.m. 

Animal  três  petit,  d'un  blanc  légèrcment  jaunâlre,  transpa- 
rcnt,  a  forme  un  peu  dilatéc  antérieurcmcnt,  arrondi  à  la  partiç 
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postérieure;  pied  élroif,  tenlaoules  assez  gros  et  coniques,  di- 
lates à  rexlreniité;  yeux  noirs  placés  à  la  base,  et  entre  les 
tentacules. 

Hab.  Minho.  Guimarães  (Nobre),   Famalicão  (Castro,  Nobre). 

Douro.  l\)voa  de  Var/.im  (Castro),  I'orlo  et  environs  (A,  Gi- 
raldes,  Luso,  Nobre),  Aliena,  pr.  Eiinezinde  (Nobre),  S.  Félix 
da  Marinlia,  S.  Simão  de  Gouveia,  Amarante  (Luso),  Bussaco 
(Nobre). 

Exlremadura.  Collares  (Nobre). 

^/ím/íjo.  (Morelet). 

Algarve.   Faro  (Casti'o), 

Celte  espèce  vit  dans  les  lieux  bumides,  dans  la  proximité 
des  eaux,  sur  les  pierres,  les  mousses  et  le  bois  pourri;  elle 
n'est  pas  rare  aux  environs  de  Porto,  ofi  je  Tai  trouvée  à  Leça 
da  Palmeira,  prés  du  Leça,  et  à  Fonte  da  Vinha,  sur  les  rives 
du  Douro.  Le  Carychiuvi  gracilis  (Aurícula  gracilis,  Morelet), 
trouvé  par  ce  naturaliste  a  Coimbra,  nest  peut-étre  que  le 
C.  minimum,  Miiller.  Aucun  naturaliste  n'a,  après  Morelet, 
trouvé  la  lorme  correspondante  \\  la  diagnose,  de  cet  auteur, 
dont  elle  semble  ne  diílérer  que  par  Tabsence  de  la  dent  placée 
à  la  partie  supérieure  de  l'ouverture.  Le  C.  Iridenlalum,  Risso 
est  une  variété  du  C.  minimum  caracterisée  surtout  par  Tabsence 
de  stries.  D'après  Locard  elle  a  été  trouvée  par  Castro  à  Faro, 
Famalicão  et  Granja. 


Ann.  Sc.  da  Acad.  Polyt.  do  Porto 


AcGcsTO  XoBRE,  Moll.  ler.  du  Portugal,  PI  I 
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E  BiEL,  pliolotyp. 
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IS 


17 

ADG.  NOBIIE,  ifi-l. 


1.  2  —  Succinea  obioiíí^a,  DiiiDiirii.iu 
n-12—        »        plefri.iis.  His-d. 
i;{,  14  —  Carycbiuin  iiiiiiiinuni,  Múller. 


I."i  —  M.ixilla  de  5  eleçjaus,  Rií>o. 

lt>  —  Denles  iiuirginaes  da  radula  de  5.  elegans, 

Risso. 
17  —  Dentei  centraes  da  radula  de  S.  elegans, 
RisíO. 
18 — Órgãos  rcproducloies  de  ò'.  e/egans,  Risso. 


ON  THE  CRITERION  FOR  AN  EXTREWE 
OF  A  FUNCTION  OF  ONE  REAL  VARIABLE 
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TsuRUiCHi  Hayashi 

of  the  Tokyo  Koto  Shihan  Gakko,  Japan 


1.  Let  us  start  from  the  uell  known  Cauch\'s  Theorem  and 
repeat  its  proof  brieíly. 

Theoiem. 

If  f(x)  be  conliniious  in  the  interval  I  —  («,  «-j-r/), 
if  ^(íc)  be  continuous  in  the  same  interval, 
'ú  f  (x)  be  finile  or  infinile  within  I, 
'ú  ^  ix)  be  finite  and  =[--0  within  I; 


f{a-\-0)-f{a)  f(c)  «<c<a  +  A, 


g{a  +  ò)-g{a)         g'{c)  0<b<c/. 

Proof.     Introduce  the  auxiliarv  function 


,  (X)  =  A.)  -  r(a)  -  jg±|-JíL  U  (.)  -  y  W  I 


«(a;)  is  continuous  in  I. 


no 


AIso  for  points  whithin  I,  for  which  f  (x)  is  finile, 

while  for  lhe  other  points  wiihin  I,  <p'  (íc)  is  definitely  infinite. 

Finally,  we  observe  that  cp(a+A)  — O,  'f{a)  =  0. 

Therefore  we  can  apply  Rolle's  theorem  to  cp(£c),  which 
shows  that  <^'  {x)  inush  vanish  Ibr  a  cerlain  value  of  x  wilhin  I, 
say  c, 

{{>'(«•)  =  O,  a<c<a  +  ^, 

whence  we  get  the  conclusion  of  the  theorem. 

Remark,  g(a-\- h)-\=  g(a).  For,  'ú  g(a-\-h)  =  g(a),  we  can 
apply  Rolle's  theorem  to  g{x),  which  shows  that  ^' (íc)  must 
vanish  within  I,  which  is  contrary  to  the  hypothesis. 

2.  Theorem. 

Uf(x),rix),f"{x) ,/•("-*)  (o.), 

g{x),  g'{x),  g"(x), ,  ^'"~*'(íc),    be    continuous    in 

the  interval  I  =  (a,  a-\-d), 

i(f{x),  t"{x) ,  /•(«-*)(«'), 

^  (x),  g"{x\ é'""*'  l^)  be  ali  =  o  for  jc  =  rt, 

if  /*'")  (a;)  bc  finite  or  infinite  \*  ilhin  I, 

if  ^''f")  (£c)  be  finite  and  _|-  O  within  I, 

if  g'  («),  g"  (£c), ,  ^(«-*)  =1=  O  within  I, 

then 

f(a  +  b)-t{a)    ^   /•"■)(^)  a<:c<:a  +  õ, 

g(^a  +  b)-g{a)  gi»){c)   •  0<b<d.      ■ 

Proof.     By  the  preceding  theorem, 
and 


g{a  +  A)-g{a)  g'{ci) 


But 
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Hence 


Âgain 


f(a  +  b)~f{a)    ^f"(r,) 
g{a  +  b)-g{a)         g"{c^)' 


a<í'3<Q. 


But 
Hence 


/"(«)  =  O,        'g"ia)  =  0. 

f(a  +  b)-f{a)    ^   f"'{c,) 
g{a  +  h)-g{a)         g'"{cz)  • 

Repeating  this  process,   we  arrive  at  lhe  conclusion  of  lhe 
theorem. 

Remark.  g{a--\- h)-\~g{a),     The  reason  is  the  same  as  in  the 
remark  at  the  end  of  the  preceding  theorem. 

3.   Theorem. 

If  f{x),  f  (íc),  f"  (x), /■("-')  (a?)    be   coniinuous    in 

the  interval  I  =  (a,  a-\-d), 

if  /'  («),  f"  (íc), ,  /■<'»-*)  {x)  be  ali  =  O  for  £C  =  fl, 

if  /■'")  {x)  be  finite  or  infinite  within  I, 

then 

Proof.     Let  g(x)  in  the  preceding  theorem  be  (a;  — út)",  i.  e. 

g(x)  =  {x~ay. 
Then 

g'  (a;)  =  n(x~  <7)"-' , 

g'i  (x)  =  n{n-í)(x- «)"-2, 


r("-i)  (£c)  =  n  (n  —  l)(n  — 2) 3.2(a:-«), 

^(")  (£c)  =  n (n  —  l)(n  — 2)  .....  3.2.1. 
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So  ali  lhe  condilions  about  ^(íf),  g'  (x),  g"  (x),.  .  .  . ,  ^<"~*'"(a;), 
g{n)  (x"^  are  enlirely  satisfied, 
Hence 

f{a-\-b)-i\a)         fin){c)  ^    /    j_, 

g{a-^rb)-g{a)        gW  (c)  ' 
where 

g(^a  +  b)^b\  g{a)  =  Q,  -<")(r)-n! 

Thereíbre 

fia  +  Ã)  -  /•(^)  =  ^  /•(")  (r).  «  <  c  <  a  +  />. 

4.  Theoreni, 

If /"(o?),  .7  (a?)  be  continuoiis  in   the  interval  I  =  («  —  d,  «), 
if /"' (íc)  be  finile  or  infinile  wiibin  I, 
if  g'  [x)  be  finite  aiul  =j-  O  wiihin  I, 

ihen 

f{a  —  b)  —  f{a)  _  f{c)  a  —  b<^c<^a, 

g[a-b)-g{a)~  g' (c)  '  0<^<í/. 

The  proof  is  similar  to  that  in  Art.   1. 

5.  Theorem. 

If  f{x),    f  (ík),    f"  {X), /•(«-*)  (£C), 

g  (íc),  g'  (a?),  ^"  (o?) ,  </("-')  (x)  be  continuoiis  in  the 

interval  I  =  («  —  d,  a), 

if /'(íc),  /'"(íc) /■<"-*>  (a^)' 

5f'  (£c),  ^"  (íc), ,  (/("-*)  (íc)  be  ali  =  O  for  x  --  a, 

if  /"("'  (a;)  be  finite  or  infinite  within  I, 

if  ^'"'  [x)  be  finite  and  -|=  O  vvithin  1, 

if  g'  (cc),  ^"  (íc), ^r'"-')  (íc)  =|-  O  vvithin  I, 

then 

f(a-b)-f(a)  ^  fW{c)  a-b<c<:a, 

g(^a-b)-g[a)       ^(")  (O' '  Q<h<d. 

The  proof  is  similar  to  that  in  Art.  2. 

6-    Theorem. 

11  f{x),  f  (x),  f"  (x), /'"»-"  (x)  be  continuous  in  the 

interval  I  =  (a  —  d,  a) 
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if  f  {x\  f"  (x) fin-i)  (;c)  be  ali  =  O  for  a?  =  a, 

if /"(")  (o?)  be  finite  or  infinite  wirhin  I, 


then 


The  proof  is  similar  to  that  in  Art.  3. 

7.  Deíinition. 

If /"(a;)  be  continuous  in  the  interval  I  =  (a,  P); 
if  a  be  an  inner  jDoint  of  I; 

(1)  if /"(a;)  — /■(«)>  O,  X  being;  any  poinl  in  the  neighborhood 
of  the  point  a, 

then  f(x)  has  a  mininmm  at  the  point  a. 

(2)  if /■(»;)  —  /■(«)< O,  X  being-  any  point  in  the  neighborhood 
of  the  point  a, 

then  f(x)  has  a  maxiinum  at  the  point  a. 

Remark.  We  know  well  that  the  condition  (1)  can  be  repla- 
ced,  if  we  please,  by: 

if  f(x2)  —  f{x{)  >  O,  t\^i)  —  f\a)  >  O,  either  cca  <  a;i  <  a 
or  a<^X{  <X'2,  xi,  x^2  being  any  two  points  in  the  neig^borhood 
of  the  point  a. 

But  we  adopt  here  the  most  fomnion  definition. 
The  similar  thing  may  be  said  about  the  condition  (2) 

8.  Criterion  for  an  extreme. 

If  f(x),  f  {x),  f"  (x), /■("-*)(«;)  be  continuous  in  the 

interval  l  —  (cx,  p)  containing  the  point  a, 

if  /•'  (x),  f"  (x),  f">  (x), ,  /-("-í)  {x),  /•(")  (x)  be  ali  =  O 

for  aí  —  «, 

if  /"("'  (x)  be  ílnite  or  infinite  within  I, 

if  tiie  fraction 

/■(«)  (a,)  _  /•(«)  (a) 


be  not  always  =  ()  and  have  tlie  same  sign,  x  being  any  point 
in  the  neighborhood  of  the  point  a : 

(1)     if  ?i  +  1  is  odd, 

then  f(x)  has  no  extreme  at  a; 
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(2)     if  n+  1  is  even, 

f{n)  /gg\  _  f(n)  ^a) 

(i)  if  the  sign  of  llie  fraclion  - — —- — - — —  be  positive, 

£C  "^  Cl 

then  f(x)  has  a  minimuin  at  a, 

(li)  it  the  sign  of  the  íraction  - —  ' — ^-^  be  negalive, 

X  —  a 

the  f(x)  has  a  maximum  at  a. 
Proof.     By  the  theorem  in  Art.  3,  we  have 

where 

«<a<ci<flr-f-/^i<p. 

From  this  we  get 

Again,  by  the  teorem  in  Art.  6. 

where 

«  <  a  —  ^-2  ■<  «"2  <C  «  <C  P« 

From  this  we  get 

f^a  -  b,)  -  f(a)  ==  (-  1)«  ^-  .  ^      ^;^_^^     ^^-'  .  {c,  -  «) 

n  !  C2  —  a 

Now  by  one  of  the  hypotheses, 

sgn í— ^^^ — í ■^-^  =  sgn ^^—^ — ' — ^-^  . 

í"!  —  a  f2  —  a 

Ilcncc  if  we  denote  this  sign  by  a,  then 

sgn  {/-(«  + Al)- /-(a)  j=(T, 
sgn\f{a-bi)-f{a)\={-\y+icr. 


235 


Therefore  if  n-f  1  is  odd,  f{x)  has  no  extreme  at  a;  if  n4-  I 
is  even,  f{x)  iias  an  extreme  at  a :  a  minimum  if  a^O,  and  a 
maximum  if  a  <  0. 

9.  Particulaiized  criterion. 

If  f{x),  f  (x),  f"  {x) ,  /"<"-«)  {x)  be  continuous  in  the 

interval  I  =  (a,  P)  containing  the  point  a, 

if  /•'  [x),  f"  (x),  f"  {x) /^<"-i)  {x),  /•(")  {x)  be  ali  =  O 

for  x=^  a, 

if  /"(")  (a?)  be  fmite  or  infinite  wilhin  A, 

if /"("+!)  (íc)  be  =1=0  at  the  point  a\ 

(1)  if  n+  1  is  odd,  then  f{x)  has  no  extreme  at  a; 

(2)  if  n  +  1  is  even 

(i)  if  lhe    sign  of  /"("+*>  (a)  be  positive,    then  f(x)  has   a 
minimum  at  a, 

(it)  if  the  sign  of  /"("+*' (o)  be  negative,  then  f{x)  has  a 
maximum  at  a. 

Proof.     For,  if  /•(••+i)  (a)  =]=  O,  then 
sng  /^(«+i'  (rt)  =  sgn '— AiZ — L_1J  =  sgn ' — ^-^ — '- — ^-^ . 

C^  —  Cl  C2  —  d 

10.  Remarks  abont  the  criterions. 

(1)  /"'"'(íc),  /'("+*'(«)  need  not  to  be  determinate  in  the  interval 
containing  lhe  point  a,  but  /"("'(a;)  must  be  determinate  at  the 
point  a,  whiie  /'"+*' (a;)  may  be  indeterminate  at  that  point,  if 

/•(n;(a;)_ /•(")(«)  fi"Ux) 

sgn  - — ^^ — —^ ,  or  sgn ^-^ 

X  —  a  X  —  a 

be  not  ahvays  =0  and  have  the  same  sign,  when  x  represents 
any  value  whatever  in  lhe  neighborhood  of  the  point  a. 

Of  course,  in  the  particularized  criterion  in  Ari.  9,  /"'"+')  (a) 
may  be  indeterminate,  but  its  sign  must  be  definite. 

Ãlso  Lim /"'"*  (aj),  and  Lim/Í"^*' (a)  may  be  indeterminate. 

x=a  x=a 

(2)  Those  which  we  understand  as  the  values  of  f  (x),  f"  {x), 

,   /"("-i)  (x),  /"("'(íb),   and  /■("+*)  (a;)   for  x^a   or  at    the 

point  x  =  a^  are  respectively 


^  ^^  fia  +  U)-Uf(a  +  l)  +  f(a)  ^  ^^^ 
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We  must  note  ihat  sometimos 

/•'(a)=|=Lim/"(£c), 
f"{a)r.\-Umf"{x),  etc, 

unless  f  (x),  f"  (x), are  continuous  ai  tlie  point  x  =  a. 

(3)  We  ahvay  assume  that  riglit  hand  and  left  hand  diíTerential 
coefficients  are  equal. 

11.   Examples. 

(1)  f(x)  =  x^sin \-x'^ 

when  íc-|=0, 

f  (x)  =  dx^  sin X  cos r  2x, 

X  X 

f"  (x)  =  Qx  sin 4  cos \-  —  sin [-  2 , 

tA/  «^  IA/  «A/ 

so  that  Lim/''(a^)  =  0  and  Liin/'"(íc)  is  indeterminate. 

x=0  x=0 

Hut 

ò^  sin-^+  b^ 

/•'(0)  =  Lim- =0, 

6=0  í* 

(2/5»)3  sin  ^  +  (2^;2  _  2/,3  si„  i-  _  2Z»2 

r  (0) = Lim ^^ — p ": 

=  2>0. 
Therefore  lhe  function  has  «  niininium  at  J7  =  0. 

(2)  f(x)  =  x'^sin'^  —  -\-x*. 

when  a;  =•=  O 

.1.2 

f  (x)  =  2x  sin^ sin  —  -f  2x, 

X  X 

1  12        2  2 

f"  (x)  =  2  sin2 2  —  sin—  +  -^  cos  —  +  2, 
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so  that  lÀmf'{x)  and  Limf''(x)  are  both  indeterniinate. 

x=0  r=0 

But 

f  (0)  =  Lim =  O 

i=o  (^ 

{2òf  sin2  -L  +  (26)2  _  2^2  siii'  -[  -  2^^ 
r  (0)  =  Lim 1^ ^ 

6-=0  O^ 

=  Lim  (4  siii'2  ^rr  —  2  sin'2  —  +  2 
\  26  o 

which  is  indeterniinate. 

Now  let  us  proceed  to  íind  the  niininmni  value  of  4sin2~- 
1  26 

—  2sin2-. 
6 

4  sin'  TiT  -  2  sin2  -  =  4  sin^  ^  -  8  sin^  -  L  cos2  -L 
26  6  26  26  26 

^8sin*i^-4sin2l- 

where  z  stands  for  sin-  ^r-r- . 
26 

Let 

<^{z)=^8z^  —  4z. 
Then 

*  (p'(z)=  l6z-4, 

so    that    'f{z)    has    the    niiniinuni    vaUie at  z  = i     e 

.1,1  2  4      •     • 

sin  —1-  =  +  — — . 
26      —  2 


Therefore 


r(o)^-|+2, 
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f"{0)>0. 
Therefore  the  fonclion  has  a  minimum  at  a;  =  0. 

(3)  /(a;)  =  a;2sin-  +  íB^ 

when  «=1=  O 

/■'  (x)  —  2x  sin cos \-  2x, 

'    ^  ■'  X  X 

f"  ix)  =  2  sin cos -^  sin  —  +  2 . 

'      ^    ^  XX  X  X^  X 

SC  that  Lim /"'(«)  and  Lim/'"(ít)  are  both  indeterniinate. 

But 

b^  sin  j  +  ^2 
r(0)  =  Lim j- =  0 

(2^)2  sin  ^  +  (2^)2  -  252  sin -i  -  2^2 


r(0)  =  Lim ^, 


fc=0 


=  Lim  í  4  sin  —-; 2  sin 


^^) 


.=0  V^    '     2^ 
which  is  indeterniinate. 

Now  let  us  proceed  to  find  lhe  minimum   value  of  4sin— ^ 

-  2  sin  ^-. 

6 

4sin±-2sini  =  4sin-l-4sinJ^cosl- 


where  *  stands  for  sin  —7- ,  and  lhe  squarc  rool  mav  be  either 

.■2o 
positive  or  ncgative. 
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Let 


Then 


±  1 

cp'(í:)=4-4(l-t2)2  _^4jS(,_j2^    T 

_±  3 

cp"(«)=12r(I-t2j     2+4^3(i_,2-T 
<p"'(z)=  12(1-^2)     í  -1-24^2(1 -í2)~T 

+  12z4(l-z2)       2, 

Hence  '^' (z)  becomes  zero  when 

j_ 
(l_2:2já    =1-2^2 

and  therefore  when  z  =  0,  z  =  4-  ^—    «  =  —  ±— 

^   2    '  2    • 

(O  When  z  =  O,  -f" («)  =.  O,  f  (z)  =  1 2. 
Therefore  cp  (z)  has  no  extreme  at  2  =  0. 

l/3  — 

(")  When  z  =  +  -^,  (1  - z^)  2    must  be  negative  on  account 

of  the  equauon  (1  —  z')^=  1  —  2z'. 
Therefore 

'f"(«)  =  -24/3<0, 

SC  ihat  (p(z)  bas  a  maximum  at  z  =  +  -Ç-,  the  value  being  3v/3. 

/3  — 

(íiY)  When  z  =  — ^,  (l—z-)^   must  be  also  negative. 

Therefore 

'-?"(t)  =  24  /3>0. 

so  thatcp(z)  bas  a  minimum  atz=  — -Y",  the  value  being  —  3  ^/3. 
Now  returning  to  the  original  function,  we  have 

3v/3  +  2^/'"(0)^-3|/3  +  2. 


2íO 


Hence  the  sign  of /""  (0)  is  not  definilive. 

Therefore  the  function  £c^  sin f- «^  lias  no  extreme  at  x=0. 

X 

12.  Heinark. 

For  tlie  value  a  oí  x  for  wliich  f{x)  beconies  niiniinum  or 
niaxiimim,  /'(a;)  does  not  become  zero  by  making-  x  appioach 
to  a,  'ú  f  (x)  be  diííerential  coefficient  for  x-\-a,  nuless  /'(íc) 
be  continuous  at  a;  =  «. 

Someiinies  f{x)  has  an  extreme  when  iÀ\wf(x)  is  =|-0,  but 
when  f  {a)  -  O,  as  in  Art.  1 1 ,  Ex.  (2),  (3).    *=« 

When  f  {x)  be  continuous  at  «,  Lim /"' (íc)  =  0. 

However,  in  ali  cases,  difíerential  coefficient   at  £c  =  a,    i.  e. 

/■'  («)  is  --  0. 
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L,  Cooturat:  Les  príncipes  iles  mathimaliques.  Paris,  Félix  Alcan, 
1905. 

Contém  este  bello  livro  os  resultados  dos  estudos  de 
M.  CouTinAT  sobre  os  trabalhos  contemporâneos  relativos  á 
philosopliia  das  matheniatieas  e  sobre  o  estaílo  presente  d'esta 
doutrina.  Entre  estes  trabalhos  o  auctor  dá  importância  prin- 
cipal aos  de  B.  Russell  e  aos  de  Peano.  A  obra  teui  uma  inlro- 
ducçào  6  cinco  capitulos,  respectivamente  consagrados  aos  piin- 
cipios  da  lógica,  á  noção  de  numero,  á  ideia  de  ordem,  á  noção 
de  continuo,  á  noção  de  grandeza  e  aos  fundamentos  da  Geo- 
metria. Contém  ainda  o  livro  um  appendice  sobre  a  philosophia 
das  matheniatieas  de  Kam,  cujas  ideias  M,  Coutuhat  analysa 
proíundamente. 

Cx.  T. 


A.  íMAnoíiEii:    Lei07is  critiques  et  hisloriques  sur  les  fonde^nenls  des 
Mathimaliques.  Paris,  Vuibert  et  Nony,   1908. 

Contéui  este  interessante  opúsculo  quinze  lições  feitas  pelo 
auctor  aos  alunmos  do  Lyceu  de  llennes  sobi"e  os  fundamentos 
das  Matheniatieas,  considerados  ao  mesmo  tempo  sob  o  ponto 
de  vista  philosophico  e  histoi'ico.  Assim,  occupa-se  dos  metho- 
dos,  definições,  axiomas  e  postulados,  da  natureza  das  demons- 
trações, das  noções  de  nuniero  e  de  infinito,  etc.  A  respeito 
de  cada  questão  considerada  é  exposta  a  sua  historia  e  é  feilH 
a  sua  critica.  E  um  livro  nmito  útil  para  o  desenvolvimento 
philosophico  dos  alumnos  e  para  lhes  dar  conhecimento  dos 
nomes  mais  celebics  na  historia  da  .Malhcmatica  e  da  Philoso- 
phia. 

G.  T. 
VoL.  IV  —  N."  4  4 


O/.  D 


Luís   DELÈ(;ur, :    Exaai  sur  les  principex  des  s^ciences  mathématiques. 
Paris,  Vuihert  et  IVony. 

A  primeira  parte  d'este  opiisculo  é  consagrada  á  critica  das 
iheorias  existentes  sobi'e  os  priricipios  das  sciencias  mathenia- 
ticas.  Na  segunda  e  terceira  ])arte  expõe  o  auctor  as  suas  ideias 
a  este  respeito,  considerando  jjrinieiíamente  os  nietliodos  e  os 
conceitos  lundanienlaes,  e  depois  separadamente  os  fundamentos 
da  Aritlinietica,  da  Álgebra  e  da  Geometria. 

G.  T. 


EnMO.ND  Maillet:  Inlroduclion  a  La  tluorie  dcf,  nomhres  transcen- 
dants  et  des  propriités  arithmctiques  des  foJiclions.  Paris, 
Gauthier-Villars,   190(5. 

A  theoria  dos  números  transcendentes  tem  sido  objecto  de 
trabalhos  notáveis,  entre  os  quaes  figuram  muitos  devidos  ao 
auctor  do  livro  que  vimos  de  mencionar.  Na  presente  obra 
M.  Mau-lki  expõe  svstematicanienle  níio  só  os  resultados  das 
suas  importantes  indagações  sobre  este  bello  assumpto,  mas 
alguns  resultados  conhecidos  mais  interessantes.  Esta  expo- 
sição é  feita  de  uma  maneira  elementar  e  simples,  de  modo  a 
poder  ser  lida  por  quem  não  tem  preparação  scientiíica  muito 
extensa. 

G.  T. 


11.  d'Ai)Ukmar:   Les  rguations  aux  dtrivies  partielles  a  caracliris- 
tiíjues  rielles.  Paris,  Gauthier-Villars. 

O  problema  da  integração  das  equações  ás  derivatlas  par- 
cia(ís,  tal  como  é  posto  em  Physica  mathenuilica,  tem  sido  mo- 
dernamente objecto  de  muitos  trabalhos  extremamente  notáveis. 
K  deste  problema  que  M.  dAdhkmaii  se  occupa  no  seu  bello 
opúsculo,  onde  considera  especialmente  as  equações 


=  f\x,  ?/,  u. 


dxdy       '  \^   '  -"     '    dx  '    dij  J 


.    .   -.  /   íf,  y,  z,  u -^ 


n^ 


e  onde  expõe  resuiiiidaniente  alj^^uns  dos  resultados  mais  impor- 
tantes, relativos  a  estas  equarões,  que  teem  sido  até  agora  obti- 
dos. 

Ajuiileinos   que  o  opúsculo  faz  parte  da  collecção  scientifioa 
])ubli(ada  sob  o  nouie  de  Sciencía  pela  casa  Gautbier-Villars, 

G.  T. 


R.   d'Adhémar  :    Exercices    et    leçons   d' Analyse.    Paris,    Gautbier- 
Villars,  1908. 

Este  livro  eontém  diversos  exercieios  interessantes  de  Ana- 
lyse.  alguns  dos  quaes  foram  pi-oposlos  nos  exames  da  Faculdade 
das  sciencias  de  1\ti-ís.  Contém  também  algumas  lições  sobre 
assumptos  da  tbeoi-ia  das  funccões  que  não  estão  ainda  assaz 
elaborados  para  figurarem  nos  livros  clássicos  para  o  ensino 
d'esta  parte  das  Matbematicas.  Estas  lições  referem-se  a  algu- 
mas questões  ligadas  com  o  celebre  problema  de  Diriciu.et,  e 
principalmente  á  tbeoria  e  consequências  das  ecpiayões  inte- 
graes  de  Fkedholm  e  Volteuka. 

G.  T. 


P.   BouTRoux  :    Leçoiu  >iur  les   fonctíons  définies  par  ies   equalions 
différentielles  du  premier  ordre.  Paris,  Gautbier-Villars,  ÍDOS. 

A  definição  de  funcção  analytica  adoptada  por  Weierstuass 
tem  sido  generalisada  em  diversos  sentidos  em  trabalbos  mo- 
dernos sobre  a  tbeoria  das  funccões.  A  influencia  destas  gene- 
ralisações  sobre  a  tbeoria  das  equações  (bíferenciaes  é  o  objecto 
do  bello  e  importante  volume  de  P.  Boutkoux,  onde  são  tra- 
ctados  alguns  pontos  particulares  d'esla  tbeoria,  e  onde  são 
consideradas  pi'incipalmente  as  e(|uações 

dy       P  (x,  y)       f/2    ,    .      ,    4        ,    .     ■»  ,    A     •( 

i = okf  •  "'te  +  ■'» + *'^ + ^"■'  +  *'■''' = "  • 

P(x,y)  e  Q{x,y)  representando  funccões  racionaes  inteiras  de 
X  c  y,  c  A(i,  ...,  A3  representando  funccões  racionaes  inteiras 
de  X. 

Este  volume  l.iz  parle  da  collecção  de  monograpbias  sobre  a 
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tlieoiia  das  funçcões  publicada  pela  casa  de  Gauthier-Villars, 
sol)  a  direcção  de  E.  Boiu:l,  e  as  lições  que  elle  encerra  foram 
professadas  no  (vollcgio  de  França  pelo  auctor  do  livro. 

G.  T. 


.T.   JuHEL-HÉNOv:    Thíorie  d  applications   cies  tquationx   du   seconcl 
(legré.  I'aris,  Nony,   líJOl). 

Este  livro  é  escriplo  para  uso  dos  estudantes  dos  Lyceus 
francezes,  e  pode  ser  muito  útil  aos  estudantes  dos  nossos  Ly- 
ceus. Contém  um  estudo  muito  completo  das  propriedades  das 
equações  e  syslemas  de  duas  equações  do  segundo  gráo,  e  das 
desigualdad(!s  do  segundo  gráo;  contém  também  o  estudo  de 
diversas  equações  reductiveis  ao  segundo  gráo;  e  contém,  enfim 
diversos  problemas  cpie  f^onduzem  a  equações  do  segundo  gráo, 
Nota-se  ainda  neste  livro  uma  fliscussão  desenvolvida  da  funcçâo 
i-acional  que  resulta  da  divisão  de  duas  funcções  inteiras  do 
segundo  gráo.  Nesta  ultima  questão  e  em  algumas  outras  o 
auctor  faz  muito  uso  da  representação  geométrica,  tão  reco- 
mendável ])ara  dar  aos  resultados  uma  forma  intuitiva. 

G.  T. 


E.    BouKi,:    Kirments   de   la    fhíorie   des  probabdilix.    Paris.    Her- 
mann,   11)0!). 

Nesta  obra  excellente,  o  auctor  expõe  com  a  máxima  clareza 
e  sinq)licidade  a  parte  essencial  da  tbcoiia  das  probabilidades. 
A  exposição  desta  tbeoria  c  acompanliada  de  muitos  problemas 
interessantes  que  a  esclarecem,  A  obra  está  dividida  em  três 
partes,  sendo  a  primeira  consagrada  ao  estudo  das  probabili- 
dades disconlinuas,  o  seguiulo  ao  estudo  das  probabilidades 
geométricas,  tão  útil  em  «liversas  (picstões  de  iMiysica,  e  o  ter- 
ceiro ás  questões  relativas  á  probabilidade  das  causas.  A  tbeoiia 
dos  erros  das  observações  é  estudada  nesta  ultima  parte. 

G.  T. 


GiNO  LoHiA :   //  passafo  ed  il  presente  deUe  principali  leoric  geome- 
hic/ie.  3."  ed.,  Torino,  1907. 

Deu-se  já  noticia   das  edições   anteriores   ilcsla    bclla   e   utilis- 
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sinia  obra  no  Jornal  Je  Sciencias  Malhemalicas.  N'esLas  edições 
o  illustie  professor  da  Universidade  de  Génova  occnpou-se  dos 
trabalhos  geométricos  anteriores  a  l(SÍ)(j.  Na  presente  edição 
conservou  a  doutrina  da  edição  anterior,  sem  modificação 
alguma,  mas  ajuntou  um  appendice,  oiule  indicou  os  progressos 
da  Geometria  no  intei"vallo  de   ISDíJ  a  19U(). 

Não   é   necessário  fazer   aqui   o  elogio   desta  obra  que  goza 
de  uma  justa  notoriedade. 

G.  T. 


Henky  B.  Fine:  A  CoHege  Álgebra.  Ginn  and  Company. 

Percorrendo  este  livro,  vè-se  que  o  auctor  lem  a  pi'alica  do 
ensino  e  que  meditou  sobre  os  assum])tos  que  nelle  são  consi- 
derados. Observa-se  isto  logo  na  primeira  parte,  a  qual  é  con- 
sagrada ás  noções  de  numero  inteiro,  de  niunero  racional,  de 
numero  irracional,  de  numero  negativo  e  de  numero  complexo, 
e  á  theoria  das  operações  numéricas.  Esta  doutrina,  cuja  expo- 
sição não  é  fácil,  é  no  livro  citado  estudada  com  muita  clareza 
e  completo  rigor.  Nesta  exposição  o  auctor  associa  intimamente 
a  noção  de  numero  cardinal  com  a  noção  de  ordem. 

Entrando  em  seguida  no  dominio  da  Álgebra  piopriamente 
dita,  o  auctor  j)rincipia  por  definii"  as  opeiações  algébricas  por 
meio  das  suas  propriedades  combinatórias  e  occupa-se  de- 
pois áo  methodo  dos  coefficientes  indeterminados,  do  qual  laz 
em  seguida  muito  uso.  Depois  são  considei'adas  as  diversas 
questões  de  Álgebra,  que  no  nosso  paiz  se  estudam  nos  Lyceus 
e  no  primeiro  anno  das  Polx  leclmicas.  Na  exposição  destas 
questões  o  auctor  sobe  gradualmente  dos  casos  particulares 
simples  aos  casos  geraes. 

G.  T. 


E.   Fauhy:    Traitê  de   Motlumatiqueis    >ííntrales.    l\iris,   Heiíuami, 
1909. 

Contém  este  livro  as  noções  de  Álgebra,  Geometria  analv- 
tica,  Calculo  diílerencial  e  integral,  e  Mecânica  que  são  indis- 
pensáveis aos  cbimicos,  phvsicos  e  engenheiros.  A  exposição 
d'estas  noções  é  feita  com  a  sinq)licidade  e  clareza  necessárias 
em  obras  (jue  teem  este  destino,  sem  em  |)arle  alguma  lhe  faltar 
o  rigor.  Os  alumnos  das  nossas  Polytecbnicas  jiodem  porisso 
tirar  gi'ande  proveito  do  estudo  d"esta  obra  rxcellente. 

G.  T. 
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C.  FAssniNDEu :   Théorie  et  prat7([ue.  des  approximations  numériques. 
Paris,  Gauthier-Villars,   líJOG. 

Este  ()j3uscul()  é  consagrado  á  tlieoria  e  pratica  do  calculo 
approxiinado.  No  pinmeiro  capitulo  expõe  o  auctor  a  thcoria 
dos  erros.  No  segundo  estuda  os  problemas  eiu  que,  sendo 
dadas  as  a])proxiniações  de  ceitos  números,  se  pede  a  approxi- 
mação  do  resultado  de  um  calculo  executado  sobre  elles.  No. 
tercei i'o  são  considerados  os  problemas  em  que,  sendo  dados 
certos  números,  se  quer  calcular  com  uma  approximacão  dada 
uma  expressão  numérica  dada.  O  quarto  é  consagrado  ás  ope- 
rações abreviadas,  e  o  (piinto  á  applicação  da  Álgebra  á  iheoria 
dos  erros.  O  livro  contém  ainda  numerosos  exercicios. 

G.  T. 


Oeuvres  ele  Charles  Hermite,   t.  u.    Paris,  Gauthier-Villars,  1908. 

Deu-se  já  nestes  Annacs  noticia  do  í.°  volume  das  Obras  de 
C.  IlKUMrrK.  O  presente  volume  coutem  vários  tiabalhos  publi- 
cados por  esle  grande  gcomctra  no  intervallo  de  1S58  a  1872, 
e  que  se  referem  á  theoria  das  lormas,  á  tbeoria  das  funcções 
cllipticas,  á  applicação  destas  luncções  á  Arithmctica  e  á  Álge- 
bra, á  interpolação,   á  determinação  de  algumas  integraes,  etc. 

(Contém  também  este  volume  um  excellente  reti'ato  de  C. 
Heumiie,  que  o  representa  na  idade  de  50  ânuos. 

G.  T. 


Fesís/aíft  til  H.  G.  Zeuthen,  Kobenhavn,   1909. 

Este  volume,  destinado  a  celebrar  os  70  annos  de  M.  Zeuthen, 
contém  tiabalhos  de  Rjounuo,    Cihustensen,   Ci\one,  Gkasi,    Hei- 

BERG,   .IE^SE^,    .luEL,    NlELSEN,    VaLEMINI.H,    CtC. 

A  edição  é  primorosa  e  é  adornada  com  um  bello  retrato  do 
geometra  eminente  a  quem  o  livro  é  consagrado. 

M.  /.EMHEN  tem  enriquecido  a  Geometria  e  a  historia  das 
mathematicas  de  bellos  e  importantes  trabalhos,  e  bem  mere- 
ceu a  homenageuí  <pie  lhe  foi  prestada  pelos  seus  conijíatriotas, 
á  (piai  tomamos  a  liberdade  de  nos  associar  com  os  nossos  ca- 
lorosos aj)plausos. 

G.  T. 


Dr.  E.  >'an.\ei  :  Elementi  di  Geometria.  Milano,  F.   Vallardi. 

Em  paiz  alj,Him  teem  sido  publicados  tantos  livros  consa- 
grados aos  Elementos  de  Geometria  como  em  Itália,  entre  os 
quaes  muitos  são  excellentes.  Entre  estes  está  comprehendido 
o  livro  do  Dr.  Nannkí.  A  sua  redacção  é  muito  clara  e  simples, 
e  ao  mesmo  tempo  rigorosa.  Nota-se  logo  isto  ao  ler  nas  pri- 
meiras paginas  a  exposição  dos  principios  fundamentaes;  a  lei- 
tura d'outros  pontos  delicados  confirma  a  primeira  impressão. 

IVa  ordem  da  exposição  dos  assumptos  o  auitor  seguiu  o 
methodo  mais  geraluíenle  empregado:  expoz  primeiramente  a 
Planimetria,  a  que  consagrou  um  volume,  e  depois  a  Stereo- 
metria  em  um  segundo  volume.  Tratou  porém  as  doutrinas  de 
modo  que  um  professor  possa,  empregando  simultaneamente 
os  dois  volumes,  ensinar  ao  mesmo  tempo  as  duas  partes  da 
Geometria. 

G.  T. 


G.  Lemauie:   Mêt/iodes  de  rêsoluaion  et  de  discussion  des  problhnes 
de  Géomitrie.  Paris,  Nonv,   1904. 

Os  problemas  considerados  pertencem  á  Geometria  elemen- 
tar, e  são  resolvidos  e  discutidos  pelos  methodos  d'esla  scicn 
cia.  Eis  os  assumptos  a  que  se  referem : 

I  Logares  geométricos,  II  Intersecção  de  logares  geométricos. 
III  Determinação  de  uma  recta.  IV  Translação  de  íigui-as.  V  Ro- 
tação de  figuras.  VI  Symetria.  MI  e  VIII  Similhança,  IX  Inver- 
são. X  Transformação  e  divisão  das  figuras. 

Além  dos  problemas  de  que  o  auctor  dá  a  solução,  contém 
o  livro  muitos  outros  que  elle  apenas  enuncia. 

G.  T. 


G.  Papeuer:   Pricis  de  Géomitrie  analytique.    Paris,   Vuibert  et 
Nony,   1907. 

Este  excellente  tratado  da  parte  elementar  de  Geometria  ana- 
lytica  a  duas  e  a  três  dimensões  pode  ser  reconuuendado  aos 
alumnos  do  primeiro  anno  das  nossas  Polyteclinicas.  Está  es- 
cripto  com  muita  clareza  e  contém  a  maior  parte  das  doutrinas 
tpie  estes  aluumos  são  obrigados  a  estudar,  como  se  pode  ver 
pela  seguinte  indicação  do  objecto  de  cada  capitulo. 
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1  H()iiio{:;cni(la{lo  o  constnicrão  das  formulas.  ÍI  Das  coorde- 
nadas. IH  Da  linlia  recta.  IV  Ângulos  e  distancias.  V  Feixes  de 
rectas  e  coordenadas  homogéneas.  VI  Razão  anharmonica. 
MI  Do  circulo.  VIII  Logares  gcoinclricos,  IX  Honiographia  e 
involução.  X  C.urvas  cuja  equação  é  resolúvel  relativamente  a 
uma  das  cooidenadas.  XI  Cuivas  definidas  ])elas  expressões 
das  cooidenadas  em  funccão  de  um  parâmetro.  XII  Cui'vas 
cuja  equação  não  é  resolúvel  relativamente  a  uma  das  coorde- 
nadas. XIII  rheoria  das  envolventes.  XIV  Tangentes  e  noi'- 
maes.  XV  ÍAirvatura.  XVI  (Classificação  das  cónicas.  XVII  Ou- 
tros e  diâmetros  das  cónicas.  XVIII  Eixos  das  cónicas.  XIX 
Reducção  de  equações  do  segundo  gráo.  XX  Poios  e  polares. 
XXI  a  XXIII  Estudo  especial  da  ellipse,  da  livperbole  e  da  pa- 
rábola. XXIV  Focos  e  directrizes.  XXV  Determinação  das  có- 
nicas. XXVI  Intersecção  de  duas  cónicas.  XXVII  Erpiações 
geraes  das  cónicas.  XXVIII  Propriedades  liomograpliicas  das 
cónicas.  XXIX  Propriedades  liomotheticas.  XXX  Coordenadas 
polares. 

A  ])arte  consagrada  á  Geometria  a  três  dimensões  c  estudada 
em  1!>  capitulos,  onde  são  considerados  os  principios  gei'aes  c 
as  superfícies  de  segunda  oídeni. 

G.  T. 


.].  Pionchon:    Príncipes  et   foinmks  de   Trii^onomilrie  rccliligne  et 
sphíriíiue.  Paris,  Gauthiei-\  illars,   líJDi. 

Este  tratado  de  Trigonometria  é  destinado  aos  engenheiros; 
e,  contém  porisso  só  as  noções  e  formulas  que  elles  devem  ter 
constantemente  presentes.  (]omo  diz  o  auclor  no  prefacio,  nos 
tratados  de  Trigonometria  cscriptos  para  os  alunmos  faltam  as- 
sumptos que  os  engenheiros  devem  conhecer,  e,  ])elo  contrario, 
os  livros  sobre  esta  sciencia  destinaílos  aos  mathematicos  conteem 
matérias  de  que  os  engenheiros  se  não  aproveitam.  As  doutrinas 
são  lambciu  expostas  sob  a  forma  que  mais  ]iode  interessar  a 
classe  de  leitores  a  que  o  livro  é  destinado. 

G.  T. 


,IosK  Riiz-Gasiizo:    Tratado  de  Mecânica  racional ,  totu.  i.  Madrid, 
l!)()7. 

O  Sr.  Ruiz-Castizo,  jii-ofessor  na  Iniversidadc  de  Madrid,  está 
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publicando  mu  tratado  de  Mecânica  racional,  do  qual  vem  de 
apparecer  o  tomo  primeiro.  Este  volume  é  consagrado  á  theoria 
geral  dos  systcmas  de  vectores  e  á  Cinemática.  Percorrendo-o, 
nota-se  a  sua  riqueza,  pois  que,  além  dos  assumptos  de  que, 
pela  sua  importância  fundamental,  o  auctor  teve  de  occupar-se, 
contém  o  livro  ainda  muitas  questões  interessantes,  ou  svsle- 
maticamente  tialadas,  ou  simplesmente  enunciadas. 

Para  estudar  os  diversos  assumptos  considerados  neste  vo- 
lume, o  Sr.  Uuiz  Castiro  enqjiegou  os  methodos  analvlico-geo- 
metricos,  indo  buscar  á  Analyse  só  o  que  ella  pode  natural- 
mente dar,  sem  perder  jamais  de  vista  a  questão  (pie  pretende 
estudar.  Os  resultados  obtidos  são  assim  não  só  demonstrados 
mas  explicados. 

A  redacção  do  livro  é  feita  com  todos  os  desenvolvimentos 
necessaiios  para  que  os  ahnnnos  não  encontrem  difficuldades 
na  sua  leitura. 

G.  T. 


H.  Poi\cahk:    Leçom  de  Mécanique  celeste,    tom.  ii.    Paris,    Gau- 
thier-Villars,   1907. 

Contém  este  volume  as  lições  professadas  na  Faculdade  das 
Sciencias  de  Paris  por  M.  Poincauk  sobre  o  desenvolvimento  da 
funcção  perturbadora  e  sobre  a  tbeoiia  da  Lua.  Eis  os  assum- 
ptos tratados  nestas  lições:  XIV  O  problema  da  funcção  per- 
turbadora. XV  Applicação  das  funcções  de  IJkssel-  XVI  Pro- 
priedades geraes  da  funcção  perturbadora.  XVII  Os  coeííicientes 
de  Laplace.  XVIII  Os  polynomios  de  Tisserand.  XIX  Os  o])e- 
radores  de  Xf-woomií.  XX  Convergência  das  series.  XXI  Ilcla- 
ções  de  recorrência  e  equações  diíferenciaes.  XXII  (>alculo 
numérico  dos  coeffiiientes.  XX III  Termos  de  oixlem  elevada. 
XXIV  Generalidades  sobre  a  theoria  da  Lua.  XXV  A  varia- 
ção. XXVI  Movimento  do  nó.  XXVII  Movimento  do  perigeo. 
XXVIII  Termos  de  ordem  superior.  XXIX  Segundo  metliodo. 
XXX  Acção  dos  jjlanetas.  XXXI  Acceleraçõcs  suculares. 

iSão  é  necessário  fazer  o  elogio  de  uma  obia  de  Poi.NCAnÉ. 
Todos  sabem  quanta  originalidade,  elegância  e  profundeza  se 
admiram  em   todas  as  producções  (Peste  grande  mestre. 

G.  T. 
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E.  CossERAT  Cl  F.  Cosserat:   Thèorie  des  coips  déformables.  Paris, 
Hermann,  1909. 

Os  auctores  mostraram,  em  uma  nota  juncta  á  sua  Iraducção 
do  Tratado  de  Physica  de  Chwoi.son,  que,  no  movimento  de 
um  ponto,  o  elemento  essencial  da  noção  de  acção  é  a  distancia 
euclidcana  de  duas  posições  infinitamente  visinlias  do  ponto 
movei,  e  que  desta  noção  se  deduzem  as  definições  fundamen- 
taes  da  Dynamica.  No  presente  volume,  os  mesmos  geómetras 
estudam,  sob  o  mesmo  ponto  de  vista,  a  thcoria  da  deformação 
ílos  systemas  discretos  de  pontos  e  dos  corpos  continuos,  con- 
siderando, successivamente,  as  linhas,  as  superficies  e  os  meios 
deformáveis.  Este  trabalho,  extremamente  notável,  é  uma  intro- 
ducção  indispensável,  ao  estudo  de  algumas  theorias  de  Phy- 
sica,  que  se  propõem  considerar  em  notas  á  traducção  do 
tratado  acima  mencionado. 

G.  T. 


Léon  Lecornu:  Dynaviique  appliquée.  Paris,  Doin. 

Os  sólidos,  superficies  e  linhas  cjue  se  considei'am  em  IMeca- 
nica  technica  são  muito  dilíei-entes  dos  que  se  consideram  em 
Mecânica  thcorica,  e  muitos  manuaes  para  o  estudo  da  primeira 
são  demasiadamente  empiricos.  Poiússo  alguns  engenheiros  geó- 
metras teem  procurado  ligar  de  um  modo  mais  intimo  as  duas 
Mecânicas,  e  é  nesle  espirito  que  está  redigido  o  livro  excel- 
lente  do  Sr.  Lecorinu. 

Abre  o  volume  por  um  resumo  i'apido  das  theorias  da  mecâ- 
nica racional,  e  depois  segue  o  estudo  da  dynamica  das  molas, 
e  de  diversos  movimentos  que  se  apresentam  em  engenharia,  e, 
enfim,  a  theoria  das  machinas. 

Ajuntemos  que  o  volume  faz  parte  da  Ihicyclopedia  scienti- 
fica  do  Dr.  de  Toulouse,  de  (jue  já  se  falkm  nesta  revista. 

G.  T. 


Otto  de  Alencar  Silva:  Physica  e  Eleclrotechnia.  Hio  de  Janeiro, 

loon. 

Estão  reunidos  neste  volume  diveisos  trabalhos  intcicssantes 
sobre  a  theoria  da  capilaridade,  sobre  a  lorimila  de  Stokes,  so- 
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bre  a  tlieoria  da  pilha,  sobre  a  integração  de  algumas  equações 
de  Pbysica,  etc. 

O  trabalho  que  se  refere  á  formula  de  Stokf.s,  onde  o  auctor 
dá  uma  nova  demonstração  desta  formula  notável,  tinha  já  sido 
publicado  no  En^cignement  ma l firma ti<pie,  e  o  trabalho  que  se 
refere  á  integração  de  algumas  equações  da  Pbysica  é  a  parte 
geral  de  uma  memoria  por  elle  publicada  no  Jornal  de  Scien- 
cias  Mathemalicas. 

G.  T. 


P.  RozÉ:    Théorie  et  usage  de  la  reale  a  cakuh.   Paris,   Gauthier 
Villars,  1ÍJ07. 

Encontra-se  neste  opúsculo  a  theoria  e  mod(í  de  emprego 
das  régoas  para  cálculos  numéricos  conhecidas  pelo  nome  de 
rígoa  das  escolas  e  rrgoa  Mannheim.  Contém  ainda  a  applicação 
d'este  methodo  de  calculo  numérico  a  diversos  problemas. 


L.  PuisELx:    La    Tcrrc  et  la  Lune.   Forme  exlirieure  et  structuie 
interne.  Paris,  Gauthier-Villars,   1008. 

Desperta  vivo  interesse  a  leitura  d'este  formoso  livro.  Nelle 
é,  com  eifcito,  descripto  sob  uma  forma  attrahente  e  accessivel 
a  quem  possue  apenas  uma  ligeira  cultura  scientifica,  o  estado 
actual  dos  nossos  conhecimentos  sobre  a  forma  axterior  e  estru- 
ctura  interna  da  Terra  e  da  Lua,  e  a  historia  dos  trabalhos  e 
hypothescs  que  sobre  estas  questões  teem  sido  apresentadas 
até  hoje.  E  ainda  o  livro  eniicjuecido  com  numerosas  e  bellas 
photographias  da  Lua,  obtidas  no  Observatório  de  Paris. 

G.  T. 


JuLiEN  LoisEi. :  Cuide  de  Vamnlcur  m( teor ologiste.  Paris,  Gauthier- 
Yillars,   1!)0G. 

Para  se  conhecer  detalhadamente  o  clima  de  um  pai/,  não 
bastam  os  Observatórios  officiacs;  é  necessário  tandjem  o  con- 
curso de  todos  os  (pie  se  interessam  pela  meteorologia.  O  fim 
do  presente   opúsculo    é  indicar   aos    amadores   d'esta    sciencia 
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tão  interessante  as  observações  que  devem  fazer,  e  as  condições 
a  (jue  estas  observações  devem  satisfazer  para  serem  aprovei- 
táveis. 


Annuai)c  par  i an    Í'.H)9  pulilic  ixir  le  Burcmi  (/es  lotigiludcs.   Pa- 
lis,  (íaulliiei -Villars. 

Contém  o  presente  volume  d'esle  bem  conhecido  Annuario, 
além  das  informações  úteis  habitualmente  (hidas  nos  vohuues 
d'esta  collecção,  as  seguintes  noticias  scientificas: 

1."  As  estrellas  variáveis,  por  (i.  Bigouudan; 

2.°  Movimentos  de  deformação  da  ciusta  terrestre,  por  Va\. 
Lali.ema.nd. 


,T.  Castanheira  das  Neves:  Subxidio!^  para  o  esttulo  (Ia<t  pozzolanas 
e  xua  applicação  nas  construcçôes. 

i)  illustre  engenheiro  Sr.  Casiamieuía  das  Neves,  director  dos 
estudos  e  ensaios  dos  matcriaes  de  construcção,  apresentou  á 
Direcção  Geral  de  Obras  Publicas  e  iMinas,  uma  notável  me- 
m()i'ia  sobre  a  applicação  das  pozzolanas  nas  construcções. 

Nesta  memoria  faz  o  disiincto  engenheiro  um  estudo  descri- 
ptivo  e  histórico  das  pozzolanas,  em  geral,  e  sobretudo  das 
pozzolanas  dos  Açores. 

Mostra  como  as  argamassas  de  pozzolana  são  empregadas 
nas  consti-ucções,  coiu  notável  successo,  desde  a  mais  remota 
antiguidade,  e  que  o  seu  recente  abandono  se  deve  principal- 
mcnie  ao  desenvolvimento  e  perfeição  do  fal)i"ico  dos  cimentos 
ariificiaes;  mas,  apesar  d'esses  progressos,  a  experiência  tem 
mostrados  que  os  cimentos  artificiaes  não  resistem  á  corrosão 
pelas  aguas  do  mar. 

Vaw  seis  mappas  annexos  á  memoria,  (MUMuitiam-se  icsumidas 
as  analyses  chimicas,  não  só  das  pozzolaiuis  dos  Açores,  mas 
ainda  de  varias  pozzolanas  extrangeiras. 

Existindo  nas  nossas  ilhas  dos  Açores  exuberantes  jazigos  de 
poz/.olana,  a  presente  meniíu-ia  tem  um  valor  notável,  não  sò 
pelo  desenvolvimento  que  pode  tomar  o  emj)rego  d'esta  sub- 
stancia no  j)aiz,  mas  até  pelo  desenvolvimento  (pie  ])ode  ter  a 
sua  exportação. 

Para   coiuplelar   o    seu    trabalho    promette   o  distincto    enge- 
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nheiro  um  estudo  inais  coiiijDlelo,  onde  serão  consignados  os 
ensaios  das  resistências  uiechanica  e  pliysica  das  hydro-arga- 
massas  pozzolanicas  á  flexão,  compressão,  tracção  e  corrosão 
pelas  aguas  do  mar. 

Fazemos  votos  para  que  possa  completar  o  seu  trabalho,  (pie 
deve  constituir  uma  obra  de  grande  valor  e  utilidade  nacional. 

Alves  Bomfacio 
Engenheiro  d'Obras  Publicas  e  Minas. 


Adolpuo  Lounriuo:  Os  poríos  /na/itimos  de  Portugal  e  ilhas  adja- 
centes. 

Por  portaria  de  5  dejullio  de  1901,  da  iniciativa  do  ministro 
das  Obras  Publicas,  o  conseliíeiro  IManokl  Fka.ncisco  Vargas,  foi 
o  illustre  engenheiro  Adolpho  Lourfjho  encairegado  de  escrever 
uma  noticia  dos  nossos  portos  marítimos  e  fluviaes,  tanto  do 
continente  do  reino,  como  das  ilhas  adjacentes. 

Do  modo  como  o  sábio  engenheiro  portuguez  se  tem  desem- 
penhado da  sua  patriótica  missão  dizem-no  os  seus  notáveis 
trabalhos,  desenvolvidos  em  cinco  grossos  volumes,  cuja  ana- 
lyse,  ainda  cpie  rápida,  fazemos  na  presente  noticia  bibliogra- 
phica. 

No  primeiro  volume  estuda  o  ilhistre  engenheiro  os  portos 
de  Caminha,  Vianna,  Esposende,  Povoa  de  Varzim,  Villa  do 
Conde,  Porto  e  Leixões. 

Sobre  cada  uu)  d'estes  portos  enconlra-se  uuia  noiicia  histó- 
rica do  seu  commercio  e  navegação,  a  sua  situação  geogiaphica, 
a  hydrographia  e  a  meteorologia  do  porto  e  a  historia  das  t)bras 
executadas,  bem  como  os  diversos  projectos  apresentados  em 
diíTerentes  epochas  e  poi"  íiiversos  homens  technicos  nacionaes 
ou  extrangeiros. 

iSeste  mesmo  volume  encontra -se  uma  interessante  noticia 
histórica  sobre  o  desenvolvimento  da  nossa  marinha  de  guerra 
e  mercante;  mappas  do  conunercio  geral  e  especial  de  Por- 
tugal; dos  rendimentos  aduaneiros,  do  commercio  entre  a  me- 
trópole e  as  colónias  e  do  |)roducto  da  jiesca. 

No  segundo  volume  estuda  o  distincto  engcnlieiro  os  jjortos 
de  Aveiro,  l''igueira  da  Koz,  Fntre  o  Liz  e  o  Alcòa,  S.  Mailiuho, 
Peniche  c  Ericeira. 
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O  terceiro  volume  comprehende  três  parles,  onde  o  Sr.  Adol- 
PHo  LouRKiHO  estuda  com  notável  desenvolvimento  o  porto  de 
Lisboa  e  a  enseada  de  Cascaes. 

A  obra  do  Sr.  Adoi.pho  LonuEino  é  o  trabalho  mais  notável  e 
completo  que  existe  sobi-e  os  portos  marítimos  ])orlugue/.es. 

Em  nuiitos  dos  portos  estudados  pelo  illustie  engenheiro  fal- 
tam por  completo  elementos  estatislicos,  st)bieludo  meteoroló- 
gicos; não  ha  estudos  sobre  o  movimento  das  barras,  a  direcção 
dos  ventos  predominantes,  influencia  das  correntes  fluviaes  e 
marítimas.  Todos  estes  elemenlos  são  indispensáveis  para  se 
poder  julí^ar  da  utilidade  das  obras  a  realizar  num  porto. 

A  falta  de  eslalislicas  é  quasi  geral  no  nosso  paiz,  e  todos  os 
homens  de  estudo  soífrem  d'esia  falta  que  constitue  um  enorme 
en)baraço  para  se  poder  fazei-  um  trabalho  completo  euj  muitos 
ramos  do  saber  humano. 

Que  o  illustre  engenheiro  pt)ssa  continuar  a  sua  immortal 
obra  é  o  desejo  de  todos  os  que  se  interessam  pelos  progiessos 
do  nosso  paiz. 

Alves  Bomfacio 

Ensronlieiro  dObras  Publicas  e  Minas. 
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A  ultima  equação  da  pagina  28  deve  ser  substituida  pela  seguinte: 

Z  =  (."  —  hy  {ai  —  z2)  —  A2  ^  —  [2^  —  2hz^ 
-j-  (/i2  —  a-')  s^  +  2}ià^z  -f  A^  —  a-'ò2J  . 

Ajuntar  na  ultima  linha  da  pagina  33  as  palavras  tomo  I. 
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